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П Р Е Д И С Л О В И Е  РЕ Д А К Т О Р А

Среди разнообразных тенденций применения вычислитель
ной техники в высшей школе теперь все более доминирует од
на. Она связана с моделированием ка ЭВМ процессов, изучае
мых студентами в инженерных и специальных дисциплинах. О б
лекаясь в форму непрерывного использования ЭВМ на всех 
стадиях обучения, эта тенденция — не дань моде, а насущная 
потребность сегодняшнего дня. Умение работать на ЭВМ — 
элемент технической грамотности современного инженера. О д
нако успешное решение проблемы внедрения ЭВМ во втузе тре
бует глубокого переосмысливания методики, содержания и ор
ганизации всего учебного процесса в целом и чти в коей мере 
не ограничивается только созданием достаточно развитого п ар ка  
технических средств ЭВМ. Осознанное применение ЭВМ студен
тами при исследовании и проектировании в инженерных и спе
циальных дисциплинах возможно лишь когда курсы по про
граммированию предшествуют этим дисциплинам, а само пре
подавание программно и методически ориентировано на исполь
зование ЭВМ как в практическом, так и в теоретическом плане. 
Особенно эффективно применение в учебном процессе аналого
вой вычислительной техники для моделирования процессов, опи
сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями. Т а
кое моделирование на АВМ позволяет студенту исследовать 
сущность изучаемого явления во всей его полноте и математи
ческой строгости и вырабатывает у учащихся прочные навыки 
и современную методологию математического моделирования 
производственных процессов.

Настоящая книга является одним из учебных пособий, про
граммно и методически обеспечивающих непрерывное примене
ние ЭВМ при подготовке специалистов широкого профиля в об
ласти управления.

В отличие от традиционного построения руководств по мо
делированию на АВМ, здесь для понимания учебного материа
ла не требуется предварительного знакомства читателя с кур
сами электротехники, электроники и теории автоматического 
регулирования. Bcei изложение построено в основном на базе 
курса математики обычного втуза. Эта методическая пере
ориентация в выборе нового, математического, основания для 
построения курса моделирования соответствует современному 
уровню развития вычислительных средств. Д ля современного
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использования ЭВМ определяющим является именно мате
матический аспект организации работы машины и методов 
решения на ней задач, а не электронно-физический субстрат 
вычислительной системы.

По содержанию в книге можно выделить три части. Первая 
часть (гл. 1—3) касается принципиальных вопросов функцио
нирования структурных АВМ. Вторая часть (гл. 4— 10) посвя
щена методам программирования работы АВМ. Как известно, 
классом задач, наиболее успешно реализуемых на АВМ, яв л я
ются обыкновенные дифференциальные уравнения, заданные в 
форме задачи Коши. Поэтому возможность эффективного ис
пользования АВМ для решения какой-либо задачи иного класса 
в значительной мере зависит от удачно найденного для нее м а
тематического эквивалента в форме задачи Коши. Изложение 
методов такой математической «перепостановки» задач пред
ставляет собой основное содержание второй части. Третья часть 
книги (гл. 11— 1 8 )— более прикладная. В ней получают д ал ь 
нейшее развитие методы из второй части применительно к мо
делированию конкретных процессов, изучаемых в теоретической 
механике, теоретической физике, электротехнике, физической 
химии, теории машин и механизмов, сопротивлении материалов 
и в ряде других дисциплин. Эта структура пособия позволяет 
осветить с единых методических позиций вопросы моделирова
ния применительно к большинству инженерных дисциплин втуза.

Изложенные в книге некоторые методы и частные методики 
моделирования отдельных процессов в литературе освещаются 
впервые. Они в значительной мере явились результатом работы 
научно-методического семинара, проводимого автором в течение 
последних лет в МИСиС (Московский институт стали и сплавов) 
для профессорско-преподавательского состава инженерных и 
специальных кафедр.

Выход в свет предлагаемого учебного пособия позволит в 
определенной степени сократить существующий разрыв между 
традиционными курсами математики и программирования ЭВМ, 
с одной стороны, и инженерными дисциплинами втуза — с дру
гой стороны.

Задуманная как учебник по курсу «Программирование АВМ» 
для студентов «кибернетических» специальностей, эта книга 
может использоваться студентами всех специальностей техниче
ских вузов, начиная с третьего — четвертого семестров, аспиран
тами, инженерами и преподавателями вузов.

С. б. Емельянов

I



П Р Е Д И С Л О В И Е  АВТОРА

Предлагаемый вниманию читателя курс моделирования па 
АВМ по характеру изложения ориентирован па студентов пер
в о го — второго курсов технических вузов.

В полном объеме, кроме прикладных глав 11 — 13, материал 
книги отраж ает программу годового курса, читаемого в течение 
ряда последних лет в Московском институте стали и сплавов 
будущим специалистам в области управления.

В сокращенном объеме (§§ 1, 2 гл. 1; §§ 1—9 гл. 2; §§ 1, 
2*), 3 гл. 3; §§ 1*, 2*, 3* гл. 4; §§ 1, 3, 4, 7*. 8 гл. 5; §§ 1, 2 
гл. 6; §§ 1, 2, 5 гл. 8) материал пособия соответствует семе
стровому курсу, читаемому, в МИСиС с 1969 г. студентам 
всех специальностей на втором или третьем семестре. 
По своему целевому назначению такой курс должен дать сту
дентам теоретические основы для понимания основных идей, 
принципов и методов, обеспечивающих последующее исполь
зование АВМ при изучении инженерных и специальных дис
циплин.

Эта направленность пособия соответствует наиболее эф ф ек
тивной сфере применения АВМ: воспроизведению решений обык
новенных дифференциальных уравнений, являющихся основным 
математическим аппаратом исследования в большинстве инже
нерных дисциплин.

В связи с отсутствием в учебной литературе методов моде
лирования на АВМ инженерных задач автор включил дополни
тельные главы с И по 18, посвященные этим вопросам. М ате
риалы дополнительных глав можно использовать для лабора
торного практикума как при изучении курса моделирования, так 
н при изучении соответствующих инженерных дисциплин.

Овладение курсом моделирования на АВМ требует самосто
ятельного решения задач на машине. Поэтому в пособии содер
жится значительное число задач, упражнений и подробно разоб
ранных примеров.

В примерах разработка коммутационных схем ориентирова
на на конкретную АВМ, в качестве которой выбрана отечест
венная машина типа МН-7, получившая массовое распростране
ние в высшей школе.

*) Содержание параграфов, отмеченных звездочкой, в семестровом курсе 
излагается частично,
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Настоящее пособие было создано автором в Московском 
институте стали и сплавов в коллективе, возглавляемом 
чл.-корр. АН СССР С. В. Емельяновым, которому автор многим 
обязан за заботу, внимание и добрые советы. Они сыграли 
определяющую роль как при разработке настоящего посо
бия, так и в выборе его основных программно-методических 
концепций.

Автор выражает глубокую признательность своим коллегам 
по педагогической деятельности И. Е. Базилевичу, Э. М. Бра- 
верману, Л. 3. Румшискому за советы и замечания по материа
лам рукописи пособия.

А. С. Урмаев



ВВЕДЕНИЕ

Электронные вычислительные машины принято делить на 
два класса в зависимости от способа представления перераба
тываемой информации и в зависимости от способа переработки 
информации.

Машины одного типа получили название «цифровые вычис
лительные машины» (ЦВМ ). В них информация представляется 
дискретно в виде чисел, заданных последовательностью цифр. 
При этом в понятие «число» вкладывается достаточно широкий 
смысл. В роли чисел в ЦВМ могут выступать и слова какого- 
либо языка, а в роли цифр — буквы (символы) какого-либо ал 
фавита. Так же широко понимается и сам процесс вычисления 
на ЦВМ. Вычисление — это не только выполнение арифметиче
ских операций, а вообще любая обработка исходных данных. 
В этом смысле к вычислениям относят и работу ЦВМ  по ре
дактированию и переработке каких-либо текстов, например, ав
томатический перевод с одного языка на другой.

Информация в ЦВМ  перерабатывается с помощью програм
мы. Программный способ обусловливает принципиальную уни
версальность ЦВМ. С помощью ЦВМ  автоматизируется любая 
область человеческой деятельности, основанная на обработке ин
формации. ЦВМ способны решить любую задачу, для которой 
существует программа ее решения. Всякая программа представ
ляет конечную последовательность арифметических и логиче
ских операций, последовательное выполнение которых приводит 
к получению требуемых результатов для заданной совокупности 
исходных данных. При переходе от решения одной задачи к ре
шению другой в ЦВМ  необходимо ввести лишь новую програм
му и новые исходные данные. При этом, вообще говоря, не воз
никает потребности вносить какие-либо изменения в работу 
отдельных устройств, образующих ЦВМ, или менять способ взаи
модействия этих устройств. Структура ЦВМ  (способ соедине
ния ее частей) остается неизменной и не зависит от решаемой 
задачи.

Машины другого типа называют «аналоговые вычислитель
ные машины» (АВМ). В этих машинах перерабатываемая ин
формация представляется в непрерывной форме в виде меняю
щихся во времени физических величин (аналоговых величин). 
Конструктивно АВМ состоит из отдельных частей, называемых
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операционными блоками.  Каждый блок выполняет какую-либо 
одну математическую операцию. Д ля  получения решения неко
торой задачи на АВМ операционные блоки соединяют между 
собой в соответствии с формульной, аналитической зависи
мостью решаемой задачи. Поэтому при переходе от решения 
одной задачи к решению другой разрушаются ранее сделанные 
соединения между блоками и устанавливаются новые. Таким 
образом, в противоположность ЦВМ  структура (блоки и способы 
их соединения) АВМ определяется решаемой задачей. В этом 
смысле АВМ называют принципиально специализированными  
вычислительными машинами, а используемый в них способ пе
реработки информации — структурным. Информация в ЦВМ  
обрабатывается последовательно, а в АВМ — параллельно.

Сфера применения АВМ менее широкая, чем ЦВМ. Н аиболь
ший эффект дает использование АВМ для воспроизведения 
решений обыкновенных дифференциальных уравнений. Легкость 
и простота получения решений этих уравнений с помощью АВМ 
привели в последнее время д аж е к созданию особого, нового 
типа гибридных , аналого-цифровых  вычислительных машин, со
четающих в себе достоинства обоих классов вычислительных 
машин.

Первые сведения об использовании для счета аналоговых 
приспособлений относятся к IV тысячелетию до н. э. и связаны 
с эпохой шумерийско-аккадских рабовладельческих государств 
Месопотамии. Вавилоняне, более поздние жители Месопотамии, 
знали подобие и применяли в землемерном деле аналоговые 
приспособления, использующие свойство сторон прямоугольного 
треугольника. Лишь спустя более тысячи лет это свойство 
было доказано Пифагором.

В более поздний период в 80 г. до и. э. греками был постро
ен планетарий с системой аналоговых вычислительных приспо
соблений, построенных на базе модели солнечной системы, со
зданной Клавдием Птолемеем.

АВМ в виде интегрирующего устройства впервые были по
строены,и описаны в 1876 г. братьями Д ж . и У. Томпсон. Н еза 
висимо от них в 1903 г. академиком К рыловы ми в 1931 г. аме
риканцем Бушем были построены механические интегрирующие 
устройства — дифференциальные анализаторы.

Появление современных АВМ обязано успехам в развитии 
радиоэлектроники и связано с изобретением и усовершенство
ванием в 1950 г. усилителя постоянного тока.
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АВМ И М ОДЕЛИРОВАНИЕ

§ 1. Введение

Моделирование есть особая форма эксперимента. В обычном 
эксперименте средства экспериментального исследования взаи
модействуют непосредственно с самим объектом исследования. 
При моделировании такого прямого контакта нет. Здесь экспе
риментируют не с самим объектом, а с его заменителем, кото
рый называют моделью. Сам же объект исследования принято 
называть оригиналом. Решение математических и инженерных 
задач па АВМ сводится к эксперименту с некоторой физической 
системой, которая сознательно построена таким образом, что 
ее математическое описание одинаково с задачей, подлежащей 
решению. В этом смысле решение задач на АВМ называют мо
делированием, а саму аналоговую вычислительную машину на
зывают моделью. Возможность создания таких моделей опреде
ляется сходством математического описания явлений,-различных 
по своей физической сущности. Приведем несколько примеров.

В механике известен закон: «Изменение кинетической энер
гии (т  =  твердого тела равно работе внешних сил, при

ложенных к телу». Применительно к силе трения /^ .п р е п я т с т 
вующей движению тела, закон выражается уравнением

где х  — перемещение.’’
В физике в разделе «Теплота» изучаются явления, связан

ные с переносом тепла, иначе говоря, с тепловыми потоками. 
Тепловой поток g T в направлении х  связан с изменением темпе
ратуры Т в этом направлении и описывается законом Фурье:

где X — коэффициент теплопроводности.
В разделе «Электричество» изучается дифференциальный з а 

кон Ома, который связывает перенос количества электричества 
в единицу времени (ток i) через проводник, имеющий погонное 
сопротивление р, с изменением величины падения напряжения
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и по длине проводника х:
.   1 da

р~ dx *

В физической химии в разделе «Кинетика» один из основных 
законов — закон Фика, связывающий перенос количества ве
щества (поток вещества g B) в некотором направлении х  с из
менением концентрации С вещества в этом направлении:

где D — некоторая постоянная.
Во всех этих физических законах легко замечается одинако

вая форма математических выражений, тогда как физическая 
сущность процессов различна. Такие одинаковые по форме ма
тематические соотношения называют изоморфными . Они отлича
ются лишь материальным, физическим содержанием входящих 
в них символов.

Математический изоморфизм  различных физических систем 
позволяет одни системы исследовать с помощью других. Так 
можно в лабораторных условиях изучать тепловые процессы на 
механической модели. Целесообразность построения именно ме
ханической модели может диктоваться целым рядом обстоя
тельств, таких как простота и относительная дешевизна модели, 
удобство постановки различных экспериментов, соображениями 
техники безопасности и т. д. Но важно то, что механическая 
модель должна быть достаточно представительным заменителем 
оригинала с тем, чтобы наблюдения и выводы о поведении ме
ханической модели позволили бы качественно и количественно 
охарактеризовать процессы, протекающие в тепловой системе — 
оригинале.

Н а  этом принципе математического изоморфизма основана 
работа аналоговых вычислительных машин.

Вообще аналоговой вычислительной машиной  можно назы
вать любую физическую систему, в которой между непрерывно 
изменяющимися физическими величинами существуют опреде
ленные математические соотношения, аналогичные зависимо
стям исследуемой физической системы или решаемой матема
тической задачи.

§ 2. Два типа АВМ

В процессе своей исторической эволюции к настоящему мо
менту времени возникло два типа аналоговых вычислительных 
маший. Предмет моделирования в них различен. Первые моде
лируют по операциям математические уравнения, подлежащие 
решению. Вторые моделируют исследуемую физическую систему
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по ее отдельным составным частям. Поэтому часто еще говорят, 
что на машинах первой группы проводят математическое моде
лирование\  а на машинах второй группы— физическое модели
рование.

АВМ первой группы получили название структурные АВМ 
или счетно-решающие устройства. Они конструктивно состоят 
из отдельных операционных блоков , каждый из которых воспро
изводит какую-либо одну математическую операцию: сложение, 
умножение, интегрирование, дифференцирование, преобразова
ние функций и т. д., другими
словами, операционные блоки i * X  {a S S S ?
структурной АВМ изоморфны (___¥ 1 ш
математическим операциям.
В соответствии с видом реш а
емых уравнений из таких бло
ков создается схема АВМ, по
членно отображающ ая матема
тические операции решаемого 
уравнения. На рис. 1.1, а) 
показана схема структурной 
АВМ, содержащая два интег
ратора. Каждый интегратор 
функционирует так, что при 
поступлении на его вход некоторой физической переменной на 
его выходе вырабатывается физическая величина, представляю
щая собой интеграл от входной переменной по независимой 
переменной, роль которой в АВМ"разных типов выполняют р аз
личные физические величины. В электронных АВМ независи
мой переменной  является физическая переменная время. З а д а 
ние начального значения выходной переменной осуществляется 
заранее до начала интегрирования, и это отмечено на схеме 
интегратора- входящей стрелкой с соответствующей надписью.

Обозначим выходную переменную интегратора 2 через y ( t )  
и покажем, что схема рис. 1.1, а) воспроизводит решение диф-
. d2yференцпальпого уравнения ^ т =  у.

Действительно, если на выходе интегратора 2 вырабатывает
ся переменная y ( t ), то на его входе (с выхода цнтегратора 1)

I тдолжна действовать переменная Но поскольку эта пе

ременная сама является выходом интегратора /, на входе ин
тегратора 1 должна действовать производная по времени от
dy d2y .т. е. др?. Факт существования связи с выхода интегра

тора 2 на вход интегратора I математически эквивалентен
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\ * п  г-н Rn г п
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d2uравенству ~ ^{= у .  Дифференциальные уравнения такого типа
описываю т1 стационарное распределение температуры по дли
не однородного стержня, помещенного в некоторую среду с по
стоянной температурой Тс (ряс. 1.t , б ) ) .  На концах стержня 
поддерживается фиксированная температура Т\ и Т2. Общее 
решение уравнения имеет вид y ( t )  = А  sh t-\-B  ch /, где А и 
В  — постоянные, зависящие от заданных начальных или гра
ничных условий.

АВМ второй группы получили название модель-аналог.  Это 
устройства, воспроизводящие решение задачи в ее физической 
постановке, на основе метода аналогий.

В модель-аналоге при моделировании производится расчле
нение частей, образующих модель, не по отдельным математи

ческим операциям, а по физи
ческим элементам. При этом 
физические элементы модели 
математически изоморфны фи
зическим элементам, которые 
образуют объект исследования.

На рис. 1.2, а) — в) изобра
жена тепловая система и ее 
гидравлическая и электриче
ская модели-аналоги. Сопо
ставление этих моделей пока
зывает, что аналогом темпера
туры Т в гидравлической мо
дели является гидравлический 
напор. Я, а в электрической — 
электрическое напряжение U\ 
аналогом теплового сопротив
ления /?т является гидравли
ческое сопротивление соеди

нительных трубок R r и электрическое сопротивление резисто
ра R 9. Аналогом теплоемкости Ст является 5  — площадь гори
зонтального сечения сосудов, в электрической модели анало
гом теплоемкости является электрическая емкость конденса
торов Сэ.

Показанные электрические и гидравлические модели-ана
логи тепловой системы позволяют исследовать распределение 
в ней температуры. Если потребуется исследовать иную тепло
вую систему, например, с большим числом тепловых сопротив
лений и теплоемкостей, то для этого достаточно увеличить ко
личество сообщающихся сосудов или электрических цепочек 
/?8Св. Такой простой переход от моделирования одного вариан
та тепловой системы к моделированию ее другого варианта 
внешне создает впечатление решения задачи распределения тем
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пературы «без математики». Но это не так. По существу же 
здесь заранее доказан математический изоморфизм систем уже 
на уровне отдельных физических элементов и в неявном виде 
сформулированы правила такой компоновки модели-аналога 
из элементов, что математический изоморфизм распространяет
ся и на всю модель в целом. Таким образом, сохраняется не
посредственное соответствие между физическими элементами 
системы-оригинала и ее модели. Все подлежащие исследованию 
элементы физической системы представлены в модели соответ
ствующими физическими элементами-аналогами.

При решении на структурной АВМ математических задач, 
описывающих поведение некоторой физической системы, обычно 
выбирается наиболее простая схема соединения операционных 
блоков, реализующая требуемые математические соотношения. 
Такая модель математической задачи экономно представляет 
поведение исходной физической системы в целом, однако в 
большинстве случаев уже не отраж ает непосредственного по
ведения каждого из элементов этой системы.

Структурные АВМ более универсальны. Модель-аналоги бо
лее специализированы, и их конструкции определяются специ
фическими особенностями физических систем, подлежащих ис
следованию.

Решению задач на структурной АВМ предшествует процесс 
анализа исходных математических данных задачи и выявления 
способа соединения отдельных операционных блоков АВМ. Этот 
процесс называют программированием  АВМ. При программи
ровании разрешаются две проблемы.

Первая — организационная — состоит в том, что совокупность 
блоков АВМ организуется в вычислительную систему путем 
установления связей  между отдельными блоками. Наличие свя
зи указывает на факт передачи результата математической 
операции с выхода одного операционного блока па входы 
других.

Вторая проблема программирования — представление исход
ных математических переменных физическими величинами, пу
тем выбора соответствующих масштабов.

Результат программирования — программа  — представляется 
в виде так называемой структурной схемы , на которой условны
ми обозначениями показаны используемые операционные блоки, 
а в виде линий изображены связи между блоками.

Имеющееся сходство решения математических задач на АВМ 
с экспериментом особенно сильно проявляется в способах полу
чения результата. Решение задачи как результат работы АВМ 
сводится к измерению значений физических величин измеритель
ными приборами; к регистрации изменения во времени физиче
ских величине помощью записывающих приборов; к наблюдению
2  А. С. Урмаев
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за изменением физических величин с помощью специальной 
осциллоскопической аппаратуры.

К настоящему моменту времени удобными для построения 
и решения задач оказались электронные АВМ, хотя историче
ски первыми были механические АВМ. Главные причины ис
пользования электронных АВМ определяются их высокой на
дежностью; быстротой решения задачи; наличием хорошо разви
той электронной аппаратуры измерения, регистрации и визуаль
ного наблюдения.

В электронных структурах АВМ электрическое напряжение 
постоянного тока является физической величиной, представля
ющей в некотором масштабе математические переменные реша
емой задачи. Поэтому электрическое напряжение в АВМ назы
вают машинной переменной.

Связи между блоками в электронных АВМ реализуются по
средством электрических проводников, по которым осуществля
ется передача электрического напряжения с выходов одних бло
ков на входы других.

§ 3. Вопросы

1. В чем состоит сущность математического изоморфизма физических 
законов?

2. Что общего между аналоговым способом решения задач на АВМ и 
экспериментом?

3. Какие из перечисленных приборов работают по аналоговому принципу 
действия: логарифмическая линейка, счетчик расхода электроэнергии, фото
экспонометр?

4. Что общего и в чем различие между структурными АВМ и моделями- 
аналогами?

5. В чем смысл программирования АВМ?
6. Что такое машинная переменная и как она связана с математической 

переменной?
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СТРУКТУРНЫЕ АНАЛОГОВЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ
МАШИНЫ

§ 1. Состав и назначение основных частей АВМ

Количество и типы имеющихся операционных блоков в АВМ 
характеризуют вычислительные возможности машины. Чем 
больше число блоков и чем разнообразнее их математические 
возможности, тем решение более сложных задач может вос
произвести машина. Здесь сложность задачи понимается как 
число математических операций, необходимых для ее реше
ния. В соответствии с этим принято классифицировать струк
турные АВМ по трем классам, в зависимости от числа операци
онных блоков:

1 класс — малые  АВМ (до 20 блоков)
2 класс — средние АВМ (20—60 блоков)
3 класс — большие  АВМ (свыше 60 блоков)
Кроме того, большие АВМ отличаются от других наличием 

развитых дополнительных устройств, облегчающих работу на 
машине. К ним относятся устройства автоматического цифрово
го програхммирования и контроля, системы автоматического из
мерения и регистрации напряжения в виде графопостроителей 
и цифропечатающих устройств и т. д.

По типовому составу операционных блоков структурные 
АВМ можно разделить на специализированные  и неспециализи
рованные (универсальные).  Специализированные АВМ ориен
тированы па решение некоторого узкого класса задач. Состав 
операционных блоков специализированной АВМ по количеству 
!! по типам блоков, а также по различным вспомогательным 
устройствам обеспечивает наиболее эффективное решение имен
но задач данного класса. Существуют АВМ, в которых специа
лизация доведена до уровня одной задачи. Машина все время 
непрерывно решает одну и ту же задачу для различных исход
ных данных. В таких машинах коммутация (соединение) опера
ционных блоков выполнена жестко раз и навсегда. Эти машины 
нашли широкое применение в различного рода системах авто
матического управления объектами и процессами.

Качественно состав оборудования неспециализированных 
АВМ примерно одинаков. На рис. 2.1 изображена схема основ
ных функциональных частей, образующих АВМ. Остановимся 
на назначении частей.

2’
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1. Операционные блоки  предназначены для выполнения м а
тематических операций.

2. Поле набора  (коммутации) обеспечивает организацию 
необходимых соединений между отдельными операционными 
блоками с помощью электрических проводников, заканчиваю 
щихся однополюсными вилками. Эти проводники называют ком
мутационными шнурами . Шнуры своими вилками вставляются

Рис. 2.1.

в специальные гнезда на наборном поле АВМ и тем самым осу
ществляют электрическое соединение отдельных блоков. Кон
струкция наборного поля в ряде АВМ съемная, что позволяет 
проводить необходимую коммутацию вне машины. Это обеспе
чивает эффективное использование АВМ путем совмещения во 
времени процесса решения одной задачи и набора другой. 
В большинстве малых АВМ коммутационное поле не является 
съемным.

3. Устройство управления  обеспечивает взаимодействие во 
времени всех частей АВМ. Человек-оператор, работающий на 
АВМ, с помощью панели или пульта управления настраивает 
устройство управления на работу в одном из четырех режимов.

Первый режим — подготовка. В этом режиме производится 
установка требуемых характеристик и параметров операцион
ных блоков.

Второй режим — решения задачи . Он может протекать как 
в виде однократного решения заданной задачи, так и в виде 
многократного автоматического повторения этого решения. Т а 
кое повторение называют периодизацией.

Третий режим — автоматическое прерывание решения  по ис
полнении некоторого условия или по команде человека-опера- 
тора. Этот режим обычно используется для фиксации и измере
ния значений машинных переменных или для изменения комму
тации между блоками АВМ.

Четвертый режим — возврат машины в исходное состояние. 
Потребность в этом возникает, когда необходимо повторить 
воспроизведение решения задачи при однократном режиме 
работы на АВМ.
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4. Измерительная и регистрирующая аппаратура представ- 
ляет собой стрелочные измерительные приборы типа вольтмет
ров, цифровые вольтметры и печатающие вольтметры. Они слу
ж ат  для измерения машинных переменных при фиксации ре
шения и для настройки операционных блоков при подготовке 
машины к решению задачи. Аппаратура визуального наблюде
ния в большинстве своем представляет собой многолучевые ос
циллоскопы с длительным послесвечением экрана, что позво
ляет одновременно наблюдать во времени достаточно большое 
число машинных переменных. Часто используются шлейфовые 
осциллографы для графической записи картины изменения м а 
шинных переменных па специальных светочувствительных бу
мажных лентах.

5. Источники питания служат для преобразования н апряж е
ний промышленной частоты в номиналы электрического напря
жения, необходимые для работы всех частей машины. В АВМ 
к источникам питания предъявляются высокие требования по 
стабильности номиналов напряжения. Изменение номиналов при 
решении задач на АВМ воспринимается как изменение машин
ной переменной.

На рис. 2.2 представлен состав основных операционных бло
ков АВМ. Блоки суммирования (сумматоры) осуществляют

Рис. 2.2.

суммирование входных переменных. Блоки интегрирования (ин
теграторы) производят интегрирование входной переменной по 
переменной время , соответственно, блок дифференцирования  — 
дифференцирует входную переменную. Б ло к  перемножения вос
производит произведение двух входных напряжений. Б локи  не
линейных функций (функциональные преобразователи) осуще
ствляют преобразование функций. Кроме того, имеется группа 
блоков, к которым относятся источники напряжений, блоки з а 
паздывания, блоки программного управления, релейные блоки 
и т. д. Операционные блоки АВМ в свою очередь являются со
ставными. Конструктивно они состоят из радиодеталей (резис
торов, конденсаторов) и приборов (диодов, электромагнитных 
реле, усилителей электрических напряжений).
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§ 2. Операционный усилитель (ОУ)

ОУ — составной элемент большинства операционных блоков. 
Усилитель производит усиление электрического напряжения.

В дальнейшем ОУ будем изображать схемой, представлен
ной на рис. 2.3. Здесь eg — входное напряжение, ивых— выходное

ig напряжение, К  — коэффициент усиления
| g ОУ по напряжению. Операционный уси-

еа I у -адь/Г ьос литель обладает рядом свойств, которые
I f  41 важно знать при работе на АВМ.

- Ц  1. Коэффициент усиления ОУ но
Рис. 2.3. напряжению велик: /С ^ 4 * 1 0 \  а в не

которых высококачественных АВМ ис
пользуются усилители с коэффициентом усиления до 108.

2. Входное и выходное напряжения ОУ имеют разные знаки 
или, как говорят, инверсны. Это очень важное свойство ОУ и 
его сознательно добиваются при конструировании усилителей 
путем построения ОУ из нечетного числа каскадов (обыч
но трех).

3. Область изменения выходного напряжения ОУ ограниче
на диапазоном — Е твх^ . и вых^ Е твх. Ограниченность интервала 
изменения машинных переменных требует при подготовке м а
тематической задачи к решению на АВМ проводить масштаби
рование математических переменных так, чтобы соответствую
щие им электрические напряжения не выходили бы из этого 
диапазона. В интервале + Е тях усилитель обладает хорошей ли
нейностью. За пределами ± Е твх возникают так называемые не
линейные искажения, вносящие ошибки в выполнения матема
тических операций. В ламповых АВхМ обычно Z?max= 1 0 0  вольт, 
а в полупроводниковых— 10 В или 30 В.

4. Вход ОУ (точка «а») «потенциально заземлен». Слово
сочетание «.потенциально заземлен» означает, что напряжение 
на входе усилителя очень мало и электрический потенциал точ
ки «а» практически совпадает с потенциалом общей точки схемы, 
называемой «земля». Д ля оценки численного значения потенци
ала точки «а» воспользуемся выражением uBhlx= —egK , отсюда

eg =  — -“тр-- При максимальном «вых= 1 0 0  В и минимальном

К =  4 -104 получаем 2,5 мВ.
5. ОУ сознательно сконструирован так, что в нем практиче

ски отсутствует входной ток igy т. е. первый каскад не потреб

ляет тока. Входной ток исчисляется по закону Ома ig =  и
‘'вх

зависит от входного напряжения евУ которое мало, и входного 
сопротивления ОУ /?„, которое велико. Численное значение
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/?вх определяется сопротивлением изоляции между входными 
контактами ОУ.

6. ОУ обладает инерционностью. Она проявляется в том, что 
выходная переменная uBMX(t) не повторяет мгновенное измене
ние входной еяЦ). И это различие между переменными тем 
сильнее, чем больше скорость изменения входного напряжения 
ев. На рис. 2.4, а) показана
входная переменная в виде 
прямоугольной ступеньки

( 0 для t <  О,
eg (t) =  I х()  ̂ t

[ 0 для t >  Т.

е9(Щ х

~У-6ых&'̂ а)

Р)
Рис. 2.4.

Соответствующая и достаточно 
типичная картина изменения 
выходной величины показана 
на рис. 2.4, б), из которого 
видно, что выходное значение 
усилителя — х 0К  появляется не 
сразу, а спустя некоторое вре- -u8bfX(t)keg(t) 
мя. Кроме того, форма выход- ^ 
ной переменной отличается от 0 
входной. Причина здесь в том, 
что принятая зависимость 
входной и выходной перемен
ных в виде равенства иВЬ1Х =
=  —е8К  приближенна и тем 
точнее, чем меньше скорость
изменения e8( t ). Детальное исследование электрических про
цессов в -электронной схеме ОУ приводит к дифференциаль
ному уравнению, связывающему выходную переменную с вход
ной. Такие исследования — предмет изучения специальных дис
циплин типа прикладной электроники или теоретической радио
техники. В курсе программирования АВМ инерционность ОУ
обычно не принимается во внимание, ибо ОУ для АВМ специ
ально конструируются так, чтобы инерция усилителя была мала 
и не вносила бы дополнительных погрешностей в выполнение 
математических операций. Однако, когда скорость изменения 
машинных переменных велика, приходится в каком-то виде учи
тывать инерционность усилителя. Д ля того, чтобы сделать это 
точнее, нужно рассмотреть дифференциальное уравнение, опи
сывающее работу ОУ. Но можно инерционность усилителя 
учесть приближенно, считая, что ОУ обладает запаздыванием  и 
последействием. На рис. 2.4, в) показана такая идеализирован
ная приближенная картина. Выходная переменная копирует.
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входную по форме с некоторым запаздыванием т;|. После окон
чания действия входной переменной (момент времени Т) на 
выходе ОУ еще в течение некоторого времени т„ выходное н а 
пряжение сохраняется. Этот интервал времени т„ называют вре
менем последействия.

7. Большинство ОУ обладают напряжением дрейфа нуля .  
Д рейф нуля проявляется в медленном изменении выходного на
пряжения даж е при накоротко замкнутых входных клеммах 
усилителя (т. е. при ^ = 0 ) .  Изменения выходного напряжения 
можно рассматривать как некоторое эквивалентное изменение 
входного напряжения, которое и называют .«дрейфом пуля». 
Причинами дрейфа является медленное изменение эмиссионных 
способностей ламп, изменение номиналов источников питания, 
колебания температуры и влажности окружающей среды и ряд 
других факторов. Дрейф пуля — источник вычислительных по
грешностей АВМ. В процессе решения задачи на АВМ прихо
дится периодически проверять уход нулей усилителей и в слу
чае необходимости выставлять нули с помощью специально 
предусмотренных устройств. Обычно для АВМ невысокой точ
ности дрейф на выходе не должен превышать 1—2 мВ за 10 ми
нут. Существуют схемы ОУ, в которых не возникает напряж е
ния дрейфа нуля.

Д алее  предстоит исследовать электрические процессы в опе
рационных блоках АВМ, содержащих ОУ, с целью выявления 
математических операций, реализуемых блоками. Д ля простоты 
математического описания работа ОУ будет учитываться приб
лиженно, идеализировано. В большинстве случаев мы будем 
считать, что ОУ обладает бесконечно большим коэффициентом 
усиления, безынерционен и не имеет дрейфа нуля. Погрешно
сти, вызванные такой идеализацией, будут рассмотрены отдель
но при. изучении точности АВМ.

§ 3. Блок суммирования (сумматор)

Электрическая схема, представленная на рис. 2.5, а ) ,  осуще
ствляет суммирование входных напряжений с одновременным 
умножением их на некоторые постоянные коэффициенты. П о
кажем это, рассмотрев электрические процессы в этой схеме, 
и определим величины коэффициентов через параметры элемен
тов схемы.

Схема имеет два входа и один выход. Входные напряжения 
и\ и и2 через резисторы Ri и R 2 поступают на вход ОУ. О пера
ционный усилитель охвачен отрицательной обратной связью  с 
помощью резистора /?ос.

Вообще принято говорить, что некоторая схема охвачена 
обратной связью , если ее выходная переменная вновь подается
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на вход схемы. Совокупность элементов, через которые осуще
ствляется передача выходной величины па вход, называют 
цепью обратной связи . В данном случае роль цепи обратной 
связи играет резистор /?0. с- Если переменная, подаваемая с вы
хода на вход схемы, увеличивает результирующую величину

Рис. 2.5.

входной переменной, то связь называют положительной. Когда 
же организация обратной связи приводит к уменьшению резуль
тирующей величины входной переменной, связь называют отри
цательной. В рассматриваемой схеме связь отрицательная из-за 
инвертирующего свойства ОУ.

Рассмотрим подробнее узел «а» этой схемы. Он показан на 
рис. 2.5, б) более крупно. Д ля ,  любого узла электрической цепи 
справедлив закон Кирхгофа, согласно которому алгебраическая 
сумма токов, втекающих и вытекающих из узла, равна нулю. 
В соответствии с этим для узла «а» имеем уравнение токов 
in c-^ ig— il-j-i2y где /0. с — ток, оттекающий от узла «а» через ре
зистор обратной связи /?0. с; — ток, оттекающий от узла «а» 
на вход ОУ; i \ — ток, протекающий через резистор R u к  — через 
резистор R 2.

Теперь выразим каждый ток через сопротивление резистора 
и величину потенциалов на его концах по закону Ома:

' * - “вЫХ _ « ! “ ** , "2“ **
*О.С ffl "Г *2 ’

где e g  ------^ - ^ 0  — напряжение на входе ОУ. Подставив
значение eg= 0 ,  получаем

^ о .с  * о .с  /О 1 \ивых — U i ------и2. (2.1)

Если обозначить a i = R 0. J R u  oc2 =  R 0, J R 2t то
и Вы х =  (cciUi -\-а2и2) ,

Таким образом, доказано, что схема, изображенная на рис. 2.5, а ) ,  
осуществляет суммирование переменных u it и2у умноженных на 
Йбстоянные коэффициенты а ь
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Рассмотрим теперь более общую схему суммирования, в ко
торой число входов увеличено с двух до п. Д ля такой схемы 
уравнение токов будет:

e g  и »ых (2.2)

С учетом того, что ей~ 0 ,  получаем математическое выражение 
в виде суммы произведений

i W  =  -  S  « ' «/• (2-3)
/«1

где a , j= R 0.JR )  называют коэффициентом передачи по j -му 
вход у . Следует обратить внимание на то, что коэффициенты 
передачи сумматора — безразмерные величины и выражаются 
в виде отношения сопротивлений. Коэффициенты передачи мож 
но еще выразить иначе, не через сопротивления, а через вход
ное и выходное напряжения сумматора. Если все входные на
пряжения сумматора за исключением одного равны нулю, т. е.

_  (0 i¥=tn,
U' I Um Ф  0. / =  П1,

то формула (2.3) превращается в такую. ииых =  —а и 1П) из кою - 
рой следует

Другими словами, коэффициент передачи сумматора по како
му-либо входу есть абсолютная величина отношения выходного 
напряжения к входному, при условии, что все остальные вход
ные напряжения этого сумматора равны нулю.

J Z l

а)

сс -XX

Рис. 2.5.

На структурных схемах сумматор изображают в виде тре
угольников, показанных на рис. 2.6. На верхнем рис. 2.6, и) 
представлен сумматор на три входа. Коэффициенты передачи 
указываются около каждого входа. Схема рис. 2.6,6) интересна 
тем, что ее коэффициент передачи равен единице, вследствие
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чего она изменяет лишь знак входной переменной х. Потреб
ность в изменении знака некоторой переменной возникает до
вольно часто при решении задач на АВМ так, что эта схема по
лучила даж е специальное название: инвертор. Используя ин
вертор, всегда можно операцию вычитания свести к операции 
сложения. На рис. 2.6, в) показан сумматор на два входа. На 
рис. 2.6, г) изображена схема с одним входом. Эта схема осуще
ствляет умножение входной переменной х на постоянный коэф
фициент а. Схему рис. 2.6, г) называют масштабным усилителем .

У сумматоров, изображенных на рис. 2.6, коэффициенты пе
ред ач и — неизменные, фиксированные числа. Д ля получения 
произвольного коэффициента передачи по некоторому входу 
сумматора на этот вход устанавливают потенциометр так, как 
показано на рис. 2.7, а ). Рассмотрим работу сумматора с по
тенциометром на входе.

с г, +сс:х2 +
/ -cc35.x^oc,xJ

51

' R ' Ri

0.5

•z* 0,3

-0,5xf -х2-Зх3-/0х$ ’

0 )

Рис. 2.7.

Входное напряжение делится потенциометром в отношении 
r /R , где R — полное сопротивление потенциометра, а г — сопро
тивление части от общей точки до движка. Выходное напряж е
ние потенциометра является входным для последующей схемы, 
так что на входе усилителя будем иметь напряжение ивыг=:
=  — -L или иъык =  — $а.и, где $ =  rjR  называют коэффици-

И Н ]
циентом передачи потенциометра. В зависимости от положения 
движка потенциометра величина р меняется в интервале 
O s S j K l .  При этом общий коэффициент передачи сумматора 
вместе с потенциометром меняется в границах О г ^ о ф ^ а .

На структурных схемах потенциометр изображают в виде 
кружка, около которого проставляется величина коэффициента 
передачи. На рис. 2.7 показаны для примера сумматоры с по
тенциометрами на входе. Если число входов сумматора будет 
п  и на каждом из его входов будет потенциометр, то такой
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сумматор реализует выражение
/I

Ивых jOLjUj.
Г- 1

Операционный усилитель, охваченный отрицательной обрат
ной связью, обладает одним очень важным свойством. Это свой
ство состоит в том, что алгебраическая сумма входных пере
менных усилителя равна нулю. При этом усилитель функциони
рует так, что разрешает некоторое неявное уравнение относи
тельно переменной, которая проходит по цепи отрицательной 
обратной связи усилителя с выхода на его вход. Покажем, как 
это свойство проявляется в сумматоре, для чего достаточно урав
нение (2.1) преобразовать к следующему виду:

Уравнение (2.5) представляет собой алгебраическую сумму 
входных переменных. Это уравнение имеет неявную форму от
носительно uD ыХ.

Очень часто усилитель с большим коэффициентом усиления 
используется в схемах АВМ самостоятельно. При этом его па 
структурных схемах обозначают так, как показано па рис. 2.8, а) .

Самостоятельное применение ОУ означает, что он играет роль 
отдельного операционного блока, а не составной части какого- 
либо другого операционного блока. Как любой операционный 
блок, ОУ в этих случаях имеет и самостоятельную вычислитель
ную функцию, которая состоит в том, что сумма входных пере
менных ОУ инвертируется и умножается на коэффициент пере
дачи, численно равный К, другими словами, ОУ выполняет роль 
масштабного усилителя.

На рис. 2.8, б) представлен электрический эквивалент схемы 
рис, 2 .8 ,а ) .  Коэффициенты р2, Рз удовлетворяют следующему

П * г)
Рис. 2.8.
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отношению:

P i : Ра : Рз =  1 ' ' ~ W 3 '

Если с выхода ОУ организовать отрицательную обратную связь, 
как это показано на рис. 2.8, в), получается обычный сумматор 
на два входа. При этом роль резистора обратной связи играет 
входной резистор /?3. На структурнйх схемах АВМ такой сум
матор, у которого роль резистора обратной связи выполняет 
один из входных резисторов, изображают так, как показано на 
рис. 2.8, г ) .

При практической работе на АВМ важно уметь достаточно точно устано
вить коэффициенты передачи сумматора. В тех случаях, когда величина со
противлений резисторов обратной связи и входных фиксированы, установка 
коэффициентов передачи не вызывает трудностей и сводится к подбору сопро
тивления R и сопротивления R 0.с так, чтобы требуемый коэффициент передачи 
был равен отношению R 0.CIR .

Несколько усложняется процедура установки коэффициента передачи при 
наличии потенциометра на входе сумматора. В этих случаях на вход потен
циометра подается некоторое постоянное напряжение wDX (обычно 10 или 
100 вольт) и измеряется напряжение на выходе сумматора. Изменяя положе
ние движка потенциометра, добиваются значения выходного напряжения сум
матора, равного цВых =  — а«вх» где а  — требуемый коэффициент передачи.

Чем точнее при установке коэффициентов производится измерение напря
жений, тем точнее можно установить коэффициент передачи. В АВМ наряду 
с обычными методами измерения напряжений с помощью вольтметра исполь
зуется еще более точный компенса
ционный метод измерения. Основу 
схемы компенсационного измере- измеряемое
нпя составляет прецизионный ис- и ~ 0„вш,о ,*■
точник эталонного напряжения и и,'°
нуль-индикатор, в качестве кото- нуль-индинатор Г~
рого может быть использован галь- i
ванометр, ламповый вольтметр или переключатель установки
осциллоскоп. Нуль-индикатор эталонного напряжения >
включается между измеряемым Рис. 2.9.
напряжением и выходом источника
эталонного напряжения (рис. 2.9). Изменяя положение переключателя установ
ки величины эталонного напряжения, добиваются нулевого положения стрелки 
индикатора, что соответствует равенству иИЗ =  иЭТ. Значение пэт прочитывает
ся на градуировке переключателя величины эталонного напряжения.

§ 4 . Блоки интегрирования (интегратор и интегросумматор)

Д окаж ем, что схема, изображенная на рис. 2.10, а) ,  осуществ
ляет интегрирование входной величины напряжения u ( t )  по 
переменной t t где t  — физическая величина — время.

Схема состоит из ОУ, охваченного отрицательной обратной 
связью через конденсатор емкостью С. Входная переменная 
u ( t )  подается через резистор R.

П режде всего вспомним два важных факта из раздела фи- 
вики «Электричество»:
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— величина заряда конденсатора (количество электричест
ва Q) прямо пропорциональна емкости конденсатора и напря
жению ис, приложенному к конденсатору Q =  Cuc;

— электрический ток есть скорость изменения количества
dQэлектричества: i =

ait),

x,(t)~
Xz(th
Xs(t)~

* § >
aI

-ylO)
m,

Ж

t)

Л .

6!

\-yi01

d t
-y(t)

Puc. 2.I0.

Отсюда ток, протекающий через конденсатор С (схема 
рис. 2.10, а ) ) ,  будет равен

dQ г  d(eg — ueax)
1а =  и г  =  с  h ----------

В соответствии с законом Кирхгофа для точки «а» можно 
записать уравнение токов i — ic (рис. 2.10, б). Выразим токи че
рез напряжения:

цвх eg  q  d {eg иВых)
dl (2 .6)

где eg =   ------------« 0 .  Подставив значение eg= 0  в (2.6), полу
чаем дифференциальное уравнение относительно

<Чых (О
dt =  — т ивк (/), (2.7)

где m = l / R C :
Поскольку выходная величина схемы на рис. 2.10, а) есть 

**вых(0> то последнее уравнение (2.7) целесообразно переписать 
в эквивалентной интегральной форме

t
и»ых (t) =  — т  J ывх (t) dt  +  м0, (2.8)

где и0 — постоянная интегрирования.
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Таким образом доказано, что схема рис. 2.10, а) действитель
но осуществляет интегрирование входной переменной по пере
менной t (время), или, что то же самое, воспроизводит решение 
дифференциального уравнения (2.7). Осталось выяснить мате
матический и физический смысл постоянной интегрирования. 
Д ля этого рассмотрим величину выходного напряжения в мо
мент времени, равный нулю:

о
Ывых (0) =  — rn f «вх ( t )d t  "Г Ы<> ИЛИ Ывых(0) =  Ио.

о

Итак, математически постоянная интегрирования является 
значением переменной uRhlx(t) в момент времени, равный нулю. 
Физически же появление на выходе усилителя в момент t = 0  
конечного напряжения означает, что конденсатор был предва
рительно до интегрирования заряжен до напряжения и0.

Теперь рассмотрим более общую схему интегрирования. 
Пусть интегратор имеет п входов, на которых действуют вход
ные напряжения и и и2у иг, . . uJy . .  ., ип. В соответствии с зако
ном Кирхгофа справедливо уравнение токов

| ^ - с  _ (29)

Величина ек мала, поэтому uBlAX(i) удовлетворяет дифферен
циальному уравнению

< Ч ы х  v  U i ( П
=  - 2 3 й г -  са-10»4, *  R f

Интегрируя уравнение (2.10), получим
t п

Ывых (t) = — 1.2 ntjUj (t) dt +  u„> (2.11)
о / = 1

или, в силу линейности интеграла,
п t

Uuых (/) = — 2  mi I щ (t)dt +  «о. (2.12),= 1 о

где m j= \ / R jC называют коэффициентом пересдачи интегратора 
по j -му входу.

Из формул (2.11) и (2.12) следует, что интегратор с несколь
кими входами одновременно с операцией интегрирования про
изводит суммирование. Поэтому такие интеграторы называют 
интегросумматорами. На структурных схемах интеграторы при
нято обозначать так, как показано на рис. 2.10, в) и г).
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Коэффициент передачи интегратора в отличие от коэффициента передачи
сумматора имеет размерность [с-1]. Это следует из того, что размерность 
/?— [Ом], а С— [с-А -В -1]. Такая размерность коэффициента передачи инте
гратора указывает на связь величины значений коэффициентов mj с длитель
ностью интегрирования АВМ. Коэффициент передачи интегратора влияет на 
скорость изменения выходного напряжения интегратора. В дальнейшем мы

цненты передачи интеграторов, начальные условия интегрирования и пони
мать особенности работы интегратора в различных режимах. Остановимся на 
•том подробнее.

1. Режим установки коэффициентов. Установка требуемых коэффициен
тов передачи интегратора внешне производится тем же способом, что и уста
новка коэффициентов сумматора. На вход также подается некоторое фикси
рованное напряжение ивх, а на выходе, меняя положение движка входного 
потенциометра, добиваются напряжения — т ивх, где т — требуемый коэф
фициент. В этом режиме интегратор автоматически или оператором превра
щается в сумматор (рис. 2.12, а ) ) ,  т. е. конденсатор обратной связи интегра
тора заменяется некоторым резистором с сопротивлением, обеспечивающим та 
кие же численные значения коэффициентов передачи. В этом смысле конден
сатор емкостью 1 мкФ эквивалентен резистору с сопротивлением в 1 МОм. 
Если такое превращение интегратора в сумматор не произвести, то, естествен
но, с выхода интегратора будет поступать не постоянное напряжение, а ли
нейно нарастающее, представляющее собой интеграл от входной постоянной 
величины. Установить в таких условиях требуемый коэффициент передачи за 
труднительно. '

2. Режим задания начальных условий (режим — исходное состояние). Н а
чальные условия задаются от потенциометров задания начальных условий. 
Электрическое напряжение, снимаемое с выхода потенциометра, заряж ает 
конденсатор до требуемой величины напряжения. При этом для того, чтобы 
избежать влияния других схем на работу интеграторов, производится отклю
чение всех входных резисторов с автоматическим заземлением их общей точки 
так, как это показано на рис. 2.12, б). Состояние, в котором пребывает интег
ратор при установленном начальном условии и отключенных входных резис
торах, называют исходным состоянием интегратора.

3. Режим интегрирования. Этот режим начинается по сигналу «пуск», 
по которому автоматически отключаются потенциометры задания начальных 
условий, а входные резонаторы подключаются ко входу усилителя (рис. 2.12, в) ) .  
Начинается процесс интегрирования.

а)

раскроем связь величины коэффициента 
передачи с продолжительностью интег
рирования при рассмотрении вопроса 
о представлении математических пере
менных машинными переменными.

Так же, как и на выходе суммато
ров, на входе интеграторов подключают 
потенциометры. С их помощью можно ус
танавливать любые численные значения 
коэффициентов передачи из некоторого 
фиксированного диапазона. Когда на вхо
де интегратора стоит потенциометр с ко
эффициентом передачи р, то результи
рующий коэффициент передачи будет 
т р  (рис. 2,11, а),  где 0 < Р ^ 1 .  На
структурных схемах интегратор с потен
циометром на входе изображается так, 
как это показано на рис. (2.11, б), и в )) .

Рис. 2.11. При практической работе на АВМ 
необходимо уметь задавать коэффи-
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4 Режим фиксации решения. Используется для прерывания" интегриро
вания так, чтобы значения всех переменных сохранились бы такими, какими 
они были в момент прерывания интегрирования. В режиме фиксаций решения 
оператор может производить измерения значений машинных переменных. 
Этот режим используется и в тех случаях, когда при прерывании следует

±1008

ивменить схему соединения блоков АВМ. При переводе интеграторов в ре
жим фиксации решения входные цепи автоматически отключаются. Значение 
выходных напряжений интеграторов остаются постоянными. Конденсатор, 
Оставаясь заряженным, сохраняет значение машинной переменной (рис. 2.12, г ) ). 
По сигналу пуск процесс интегрирования продолжается с того места, 
где было фиксировано решение. По сигналу исходное состояние машина пе
реходит в режим задания начальных условий.

§ 5. Примеры математического описания структурных схем АВМ, 
состоящих из линейных блоков

П р и м е р  1. На рис. 2.13, а ) — в) представлены три схемы 
сумматоров. Требуется найти зависимость выходной переменной 
от входных.

Схема рис. 2.13, а) представляет собой сумматор на п  вхо* 
дов. На каждом входе этого сумматора имеется потенциометр^ 
Выходная переменная сумматора в соответствии с (2.4) равна

п

Уй — — 2  Р/а/*/. (2.13)
/=1

Схема рис. 2.13,6) представляет собой сумматор на n - f m  
входов. Н а  первые п входов подаются переменные х\, х 2, . . . ,  х п. 
Оставшиеся m входов использованы для организации обратной 
связи с выхода сумматора на его вход. Выходная переменная
3  А. С. Уомаев
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сумматора в соответствии с (2.4) равна

U6 =  — 2  Р/«/*/ — Уо 2  Рл •
/= !  Л=1

Разреш ая последнее уравнение относительно уб, получаем

Уь =  -
S  Р/а /*»/=•-1________

т
1 +  2  Р л  а /е 

fe=l

(2.14)

Схема рис. 2.13,0) представляет собой сумматор, построен
ный на базе ОУ, который охвачен обратной связью по т  вхо
дам. Н а п входов этого усилителя поступают переменные Х\9

хг- 

Ъп “
1 р

[Occi

Уа

А’

а)
Рис. 2.13.

Х2, . . *п. Д ля  того чтобы найти выражение выходной перемен
ной от входных, следует вспомнить, что ОУ, охваченный от
рицательной обратной связью, функционирует так, что алгебра
ическая сумма всех его входных переменных равна нулю. П о
этому имеем

п т

2  Р /а/*/ +  У в 2  Рл ал = О 
/=1

и далее искомое
/ г — 1

2  Р/«/*7/ — Г_____
ш

Л=1

(2.15)

Полученные результаты (2.13), (2.14), (2.15) отличаются
друг от друга лишь постоянными множителями. Д ля первой 
схеЛы постоянный множитель равен единице: Л а=  1. Д ля вто

рой схемы множитель равен Лб= (  1 +  2  Рл a * I и может из
л- i

-1
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меняться в диапазоне 1 +  2  Л евая  граница
\  k=\ ]

достигается, когда все рГ = 1  ( 6 = 1 ,  2, . . т ) 9 правая грани
ц а — когда все Р* = 0 .  Д ля  схемы рис. 2.13, в) множитель равен

( т * Л~~1 ( т \ ~ 1А а—  ( 2  P£a !fej и может изменяться в диапазоне* I 2  I ^
^  ОО.

Л евая граница достигается, когда все Р* =  1, а п р а в а я —• 
когда все Рл = 0 .

Из рассмотренных схем следует важный практический прием
п

умножения суммы на число. Если сумму 2  необходимо
/“ 1

умножить на постоянное число, то достаточно организовать об
ратную связь в сумматоре по схеме рис. 2.13,6) или в).  Эффект 
умножения суммы на число в рассмотренных схемах имеет 
простой физический смысл. При организации обратных связей 
параллельно резистору обратной связи Подключаются входные 
резисторы сумматора. Это приводит к изменению результирую
щего сопротивления резистора обратной связи, что математиче
ски в соответствии с (2.1) эквивалентно умножению суммы на 
число.

Перейдем теперь к структурным схемам, содержащим сум
маторы и интеграторы.

П р и м е р  2. Найти дифференциальное уравнение, которым 
описывается структурная схема АВМ, изображенная на 
рис. 2.14, а) .

Схема состоит из цепочки последовательно включенных че
тырех интеграторов. Величины а, 6, с, d y е — постоянные. Д ля 
определения искомого дифференциального уравнения обозначим 
выходную переменную интегратора 1 через y ( t )  (рис. 2.14, б ) ) .  
Тогда на вход интегратора 1 должна поступать с выхода ин
тегратора 2 переменная — y ' ( t ) y с выхода интегратора 3 — пе
ременная - \ -y " ( t ) ,c  выхода интегратора 4 — переменная — y '" ( t ) .  
Н а вкоде же интегратора 4 долж на действовать переменная 
+ y i y {t). Смена знаков переменных на входе каждого интегра
тора определяется его инвертирующими свойствами. Но по ус
ловиям задачи известно, что на входе четвертого интегратора 
действует постоянная е , поэтому имеем равенство y i x ( t ) = e , ко
торое и представляет собой искомое дифференциальное уравне
ние. В окончательном виде с учетом начальных условий по
лучим:

i f Y (t) =  e t

y " ' W ~ - d ,  y"(0 )= *c, y ' { 0 ) = i — b, y ( 0 ) = a .
3*
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Дифференциальным уравнением типа y lY ( t ) = e  описываются 
процессы плоского изгиба балки постоянной жесткости под дей
ствием сплошной нагрузки постоянной интенсивности. Такие бал 
ки показаны на рис. 2.14, в) и г). На рис. 2.14, в) изображена 
консольно закрепленная балка, на рис. 2.14, г) балка опирает
ся краями на опоры. При изгибе балок у  соответствует величи
не прогиба балки, у'  — углу поворота сечения балки, у"  пропор
циональна изгибающему моменту, у '"  соответствует поперечной

д)
Рис. 2.14.

силе и, наконец, y lv соответствует величине постоянной плотно
сти нагрузки q. Машинной переменной «время» соответствует 
переменная, представляющая текущую длину балки.

Аналитическое решение этого дифференциального уравнения 
есть полином четвертой степени. Убедимся в этом для случая, 
когда e = l ,  a = b  =  c =  d =  0 (рис. 2.14, 5 ) ) .  На входе интегра
тора 4 действует постоянная величина 1. На его выходе будет 
интеграл от этой величины, т. е. — t . На выходе интегратора 3

/ 2будет интеграл от — т. е . +  ^р, на выходе интегратора 2 пе-
t s tA

ременная — и на выходе интегратора 1 переменная Если
вадать соответствующие значения начальных условий, то в 
принципе можно с помощью структурной схемы рис. 2.14,5) вос
произвести любой многочлен степени не выше четырех. В самом 
общем случае цепочка из п последовательно включенных ин



теграторов способна воспроизвести, путем надлежащ его подбо
ра начальных условий, любой многочлен степени не выше п.

П р и м е р  3. Найти дифференциальное уравнение, которым 
описывается схема на рис. 2.15, а).

Обозначим переменную на выходе интегратора 1 через y { t ) 
[(рис. 2 .15 ,6 )) .  На входе интегратора 1 будет переменна*
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Рис. 2.15.

»—y ' ( t ) .  На входе потенциометра будет переменная, равная
и ' (t) у"  (t)

— - ^ 9 на входе интегратора 2 — переменная -ф- на вы-

ходе инвертора — переменная +  - у - , н а  входе инвертора будет 
ип (t)*— Эта последняя переменная равна y ( t ) 9 так как выход

ная переменная интегратора 1 поступает прямо на вход инвер« 
тора 1. Отсюда с учетом начальных условий получаем искомое 
дифференциальное уравнение

y " ( t ) = — a 2y ( t ) ,
у ( 0 ) = а ,  у ' ( 0 ) = — Ьа.

Уравнение этого типа описывает незатухающие гармониче
ские колебания, исследование которых проводится во многих об
ластях техники. На рис. 2.15, в ) — е) изображены некоторые 
колебательные системы, различные по физической природе, для 
которых схема рис. 2.15, а) может служить моделью. На 
рис. 2.15, в) показаны продольные колебания тяжелой матери
альной точки, подвешенной к пружине. Колебания y ( t )  возни
кают относительно положения равновесия материальной точки. 
Положение равновесия удалено от точки подвеса пружины на
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расстояние U На рис. 2.15, г) показан физический маятник, со
вершающий малые колебания y ( i )  относительно положения 
равновесия. Н а рис. 2.15,5) показано движение материальной 
точки под действием притягивающего центра с силой Я, пропор
циональной расстоянию до точки г*=Ух2+ у 2. Изменение во вре
мени координат точки x ( t ), y ( t )  описывается уравнениями 
у ' ( t ) = —о>2# (0 »  х " ( 0 = — <o2x ( t ). На рис. 2.15, е) показан ко
лебательный контур, состоящий из индуктивности L и конденса
тора С. Конденсатор предварительно заряжен до некоторого 
напряжения. Дифференциальное уравнение у ' (t) = — у ( 0  
описывает изменение напряжения конденсатора во времени при 
его разряде на индуктивность. В общем виде решение диффе
ренциального уравнения гармонических колебаний имеет вид 
y ( t )  = — b sin cot+a cos со/, где а и b — постоянные, определяе
мые начальными условиями.

П р и м е р  4. Найти дифференциальное уравнение, описыва
ющее структурную схему, изображенную на рис. 2.16, а ) .

Как и раньше, обозначим выходную переменную интеграто
ра 1 (рис. 2 .16 ,6 ))  через y ( t ) ,  тогда, идя по схеме справа на-

it'sлево, на входе интегратора 2 должны иметь величину
В силу существования обратной связи с выхода интегратора 2 
на свой вход через потенциометр с коэффициентом передачи 
2 а  и обратной связи с выхода интегратора 1 на вход интегра-

Рис. 2.16.
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тора 2 через инвертор 1 и потенциометр, величина д о лж 

на равняться —y(t)u>—2 а ^ ~ .  С учетом начальных условий 
получаем искомое дифференциальное уравнение 

y " ( t ) + 2 a y ' ( t ) + < » > y ( t ) = 0 9 
у ( 0 ) = а , у '  (0) = —Ьсо.

Это уравнение описывает затухающие колебания. В случае в ) 9 
изображенном на рис. 2.16, в), затухание вызвано сопротивле
нием окружающей среды с силой, пропорциональной скорости 
движения материальной точки. В схеме рис. 2.16, г) затухание 
вызвано введением в контур резистора сопротивлением/?, на ко
тором часть первоначальной электрической энергии конденса
тора постепенно теряется, превращаясь в тепловую. В общем 
виде аналитическое решение дифференциального уравнения з а 
тухающих гармонических колебаний имеет вид y ( t )  *= 
= Л  exp (—at)  sin (со^+фо), гДе g)i=Vcd2—а 2 ( а < ( о ) ,  а А  и фо — 
некоторые постоянные, определяемые по начальным условиям.

§ 6. Блок (схема) программного управления

Схему, представленную на рис. 2.17, называют схемой про - 
граммного уп равления . Схема содержит ОУ, который охвачен 
отрицательной обратной связью через диод D. На выходе ОУ 
подключена обмотка реле Р. Контакты этого реле находятся в 
устройстве управления машины, а такж е выведены на комму
тационное поле машины.

Рис. 2.17.

Рассмотрим работу схемы. Величина напряжения на выходе 

ОУ определяется выражением uBllx(t) = — -£ uBX(t),  где R A —■
сопротивление диода. Но величина различна в зависимости 
от того, открыт диод или заперт приложенным к нему напря
жением. Д ля  случая, показанного на рисунке, пока входное 
напряжение положительно, диод открыт и его сопротивление 
мало. После момента времени t * ,  когда входное напряжение пе
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решло из положительной области в отрицательную, диод запи
рается и его сопротивление становится очень большим. Поэто
му на выходе ОУ до момента времени t*  напряжение практиче
ски равно нулю, а в момент времени /*  возникает скачок на
пряжения. Величина этого скачка ограничивается сопротивле
нием обмотки реле Р, которое подключено параллельно диоду, 
так как входная точка ОУ потенциально заземлена. В момент 
появления скачка срабатывает реле Р, в результате чего зам ы 
каются его нормально разомкнутые контакты и размыкаются 
его нормально замкнутые контакты.

наборное
поле

АВМ
к  схема N 2

V схема M l у .у т с*ема
программного
управления

(перенлюченае)

а )

б) Рис. 2.18.

Схема программного управления может работать в одном из 
дв ух  режимов в зависимости от используемых групп контактов. 
Контакты реле, находящиеся в устройстве управления АВМ, 
могут быть использованы для автоматического останова работы 
фашины или, как говорят, для автоматического прерывания про
цесса решения. Контакты реле, находящиеся на наборном пола 
АВМ, могут быть использованы для автоматического изменения 
К оммутационной схемы.

Под автоматическим изменением коммутационной схемы (пе« 
реключением) обычно понимают следующее. Пусть на набор- 
йом поле АВМ собрана схема, содержащ ая две схемы №  Л  и 
М  2 (рис. 2.18, а ) ) .  Одна из машинных переменных u ( t ) 9 выра
ботанная схемой № 1, поступает на вход схемы программного 
управления. Схемы № 1 и № 2 соединены между собой через
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контакты реле Р.  В зависимости от знака переменной « (/)  эти 
контакты либо замкнуты, либо разомкнуты. Так что в зависи
мости от знака переменнойu( t )  схемы № 1 и№  2 функционируй 
ют совместно как единое целое или порознь.

В таких случаях, когда строение некоторой схемы АВМ ав« 
томатически изменяется в зависимости от выполнения или не
выполнения некоторого условия, принято говорить, что имеет 
место система с переменной структурой. Схема программного 
управления, работая в режиме переключения, составляет осно
ву для создания вычислительных систем с переменной струк* 
турой.

Если полярность включения диода в схеме программного уп
равления будет обратной, то появление скачка напряжения на 
выходе ОУ произойдет в момент перехода входного напряже* 
ния из отрицательной области в положительную.

При увеличении числа входов схемы программного управле
ния с одного до п  срабатывание схемы будет происходить в мо-

п

мент, когда м еняется знак  суммы  2 + « Д О . где R, —  величи*
/= |  '

на сопротивления /-го входного резистора.
В качестве примера использования схемы программного управления ДЛЯ 

прерывания работы АВМ покажем ее применение для нахождения корней 
алгебраических и трансцендентных уравнений. На рис. 2.18, б) дана схема АВМ, 
содержащая блок, воспроизводящий произвольную функцию /( / ) ,  схему про
граммного управления и интегратор, вырабатывающий на выходе напряжение, 
численно равное времени от начала пуска машины. В момент времени /*, когда 
/ ( / )  переходит через нуль, процесс воспроизведения f ( t )  прерывается, а напря
жение на выходе интегратора оказывается равным корню уравнения /  (/)«■().

Часто схема программного управления используется для построения схе- % 
мы, позволяющей прерывать процесс решения задачи в любой заранее задан
ный момент времени с целью фиксации значений машинных переменных. Схе
ма представлена на рис. 2.18, в) и содержит интегратор, вырабатывающий на
пряжение + / ,  делитель напряжения, изображенный в виде кружка, и схему 
программного управления, работающую в режиме останова. Пусть коэффи
циент передачи делителя а  =  0,1, тогда с выхода делителя на вход 1 схемы 
программного управления поступает напряж ение— 10 В. На вход 2 этой схе
мы поступает напряжение + / .  В момент времени, когда — 1 0 + /* = 0 ,  произой
дет автоматический останов машины. Так, меняя значения коэффициента пе
редачи делителя а, можно добиться останова машины в любой момент време
ни до 100 секунд включительно. По существу при этом решается линейное 
алгебраическое уравнение— 1 0 0 а+ / =  0 относительно /.

В качестве примера использования схемы программного управления в 
режиме переключения покажем воспроизведение на АВМ функции с разрыва
ми первого рода и кусочно-дифференцируемой функции. Схема представлена 
на рис. 2.19. Блок, вырабатывающий функцию sin о /, соединен со схемой про
граммного управления, осуществляющей переключение. На два контакта реле 
подается напряжение + 100  и — 100 вольт. Средний контакт нормально замк
нут с верхним и нормально разомкнут с нижним контактами. Напряжение на 
этом контакте обозначено ц^ых* Кроме того, это напряжение подается на 
интегратор, напряжение на выходе которого обозначено через и2Вых« Опишем 
работу схемы. В течение положительного полупериода функции sin со/ (рио,
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2.20, а ))  обмотка реле схемы программного управления обесточена. Поэтому 
напряжения + 100  В проходит через нормально замкнутый верхний контакт 
на средний контакт и ищых =  100 В. Во время отрицательного полупериода 
через обмотку реле протекает ток. Нижний нормально открытый контакт 
замкнут и н2вых =  — 100 В (рис. 2.20, 
б) ) .  Таким образом, с помощью 
схемы рис. 2.19 произошло преобразо
вание функции sin со/ в периодическую 
функцию — прямоугольную волну,

sin a t

I af  *•

-100В
6)

W W
• в)

Рис. 2.20.

которая имеет разрывы первого рода в нулях функции sin со/. Интегрирова
ние прямоугольной волны приводит к получению периодической, кусочно-диффе
ренцируемой функции, график которой состоит из треугольников (рис. 2.20, в ) ) *

§ 7. Блоки нелинейных функций 
(функциональные преобразователи)

Функциональные преобразователи  — это блоки АВМ, способ
ные в явном виде воспроизводить некоторую функциональную 
зависимость y = f ( x , z) .  В большинстве АВМ функциональные 
преобразователи реализуют лишь функцию одного переменно
го y e x f ( x ) ,  что вызвано практическими сложностями построе
ния преобразователей от многих переменных. Преобразователи

■-------|

Рис. 2.21.

обозначают так, как это показано на рис. 2.21, а).  Входное элект
рическое напряжение представляет аргумент, выходное напря
ж е н и е — значение функции. Область изменения входного и вы
ходного напряжений, как всегда в ламповых АВМ, ограничена 
рабочим интервалом ± 1 0 0  вольт, что накладывает определен
ные требования на класс воспроизводимых функций. Воспроиз
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водимые функции это — однозначные функции своего аргумен
та, причем область существования и область значений функции 
ограничены. Функции воспроизводятся не точно, а приближен
но. Ошибки приближения вызваны двумя причинами: это по
грешности аппроксимации исходной функции и технологическая 
точность изготовления отдельных радиоэлементов, образующих 
преобразователь.

Потребность в аппроксимации исходной функциональной з а 
висимости связана с тем, что большинство функциональных бло
ков по своему принципу действия способны воспроизводить не 
саму функцию, а лишь ее кусочно-линейное приближение. Точ
ность такого приближения зависит 'от кривизны функции и чис
ла возможных интервалов линейного приближения. Число же 
интервалов определяется конструктивными особенностями бло
ков. Вообще в АВМ имеется значительное разнообразие типов 
функциональных блоков. В инструкции по эксплуатации каждой 
конкретной АВМ описываются принцип работы, методика н а
стройки и способы включения функциональных преобразо
вателей.

Функциональный преобразователь называют универсальны м , 
если путем соответствующей настройки его можно использовать 
для воспроизведения произвольной функциональной зависи-; 
мости.

Функциональный преобразователь называют специализиро
ванным:, если он заранее раз и навсегда настроен на воспроиз
ведение конкретной функциональной зависимости.

Когда имеется несколько функциональных преобразовате
лей, реализующих функции f \ ( x ) t f2(x ), f3(x) и т. д., то с по
мощью различных способов их включения удается воспроизво
дить иные, порой более трудно реализуемые функции. Простей
шая схема включения преобразователей — это схема включения 
их в последовательную цепочку. На выходе цепочки образуется 
суперпозиция функций (рис. 2 .2 1 ,6 )) .

§ 8. Блоки перемножения

Блок перемножения по входным переменным х  и у  должен 
вырабатывать их произведение z = x y .  Теоретически блок пере
множения можно представить себе в виде функционального пре
образователя от двух входных переменных. Однако из-за слож 
ности аппаратурного построения преобразователей от двух и 
более переменных обычно при создании блоков перемножения 
идут иным путем: сводят выполнение операции умножения к 
выполнению других операций, легко реализуемых средствами 
АВМ с помощью сумматоров и функциональных преобразовате
лей от одной входной переменной. Так в большинстве малых и
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средних АВМ блоки перемножения построены в соответствии о 
одним из двух тождественных выражений:

]_
4*У =  Т  К* +  У)2 — (*  — У)2Ъ

ху  =  \  К* +  у)2 ~  х * ~  у2)-

Для выполнения операции умножения здесь требуются сумма* 
торы и функциональные преобразователи — квадраторы, осу* 
ществляющие возведения входной переменной во вторую 
степень.

На структурных схемах блок перемножения, изображают так, 
как это показано на рис. 2.22, а),  а когда в схеме важно под-

х черкнуть электрический ха-
рактер “ аш инни* п0ерр е«-у  «а— а к— г  х  У ных —  к а к  на р ис> 2.22, б ) .

& б) На входе схемы действуют
Рис. 2.22. д ва напряжения их и uyt со

ответствующие переменным 
* и у. На выходе вырабатывается напряжение, пропорциональ
ное их произведению \лихиу. Коэффициент пропорциональности \х 
называют схемным масштабом блока перемножения. Обычно 
для ламповых машин р = 0 ,0 1 .  Такое значение при максималь
ных абсолютных значениях сомножителей их= и у=  100 В 
обеспечивает получение значений их произведения в допустимом 
диапазоне ± 1 0 0  В.

§ 9. Обращение функций, выполнение операций деления 
и извлечения корня

Пусть переменные х и у  связаны между собой уравнением 
вида

F ( x , y ) =  0. (2.16)]

Когда между х и у  существует взаимно однозначное соответст- 
виеи Fv (xt у ) ф 0 , то говорят, что уравнение (2.16) определяет 
у  как однозначную неявную функцию от аргумента х. Анало
гично при Fx {xt у ) Ф §  уравнение (2.16) определяет х как одно
значную неявную функцию от аргумента у.

Если наличный состав операционных блоков АВМ позволяет 
воспроизвести функцию z = F ( x , у ) у то неявное уравнение (2.16) 
всегда можно «аппаратурное разрешить относительно любой 
переменной y = f ( x )  или х = с р (у) по так называемому методу 
неявных функций .

Суть метода состоит в том, что от конечного уравнения 
'(2.16) переходят к дифференциальному. Если желательно полу*



§ 9] ОБРАЩЕНИЕ ФУНКЦИЙ, ДЕЛЕНИЕ, ИЗВЛЕЧЕНИЕ КОРНЯ ' 45

чить значение у * для заданного х * 9 т. е. y *  =  f ( x * ) ,  то исполь* 
зуют дифференциальное уравнение

у '  (/) =  — р F (х, у) sign IF у (х, у)] (2.17)

с начальным условием у ( 0 ) = 0 .  В этом уравнении коэффициент 
р — достаточно большое число; t — время; y ' ( t ) — производная 
переменной y( t )  по аргументу t; s ig n \ Fy (x, у ) ] — знак частной 
производной F y (xf у)  по переменной у , равный

+  1, если Fy (xt y ) >  О,
— 1, если Fy ( x 9 y X 0 .

sign [Fy (х, у)] =

Основанием к переходу от неявного уравнения (2.16) к диф^ 
ференциальному (2.17) могут служить такие рассуждения. Если 
для х — х  * =  const решение y( i )  уравнения (2.17) при оо 
стремится к постоянной величине y * t то у *  является искомым: 
y * = f ( x * ) .  Действительно, если y { t ) - + y *  при t-*~ оо, то
/ ( О - о .

Следовательно, уравнение (2.17) превращается в конечное 
F ( x *9 у*)  = 0 .  Д ля  ускорения сходимости y( t )  к у* в правой 
части уравнения (2.17) введен постоянный множитель р. Более 
строгое обоснование метода дано в § 2 гл. 10.

При аппаратурной реализации (2.17) на АВМ роль интегра
тора выполняет ОУ, в обратную связь которого включается кон
денсатор, как это показано па рис. 2.23, а ) .  При этом, конечно,

Рис. 2.23.

роль постоянного коэффициента р играет отношение 1 IRC. Чис
ленные значения R и С выбираются обычно настолько малыми, 
что величина р оказывается близкой значению К  — коэффици
енту усиления ОУ. Д алее  будем считать, что р =  К. Полученный 
таким образом из ОУ интегратор охватывается отрицательной 
обратной связью через блок АВМ, воспроизводящий F(x> у ). 
Чтобы всегда имела место отрицательная обратная связь,
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приходится в уравнении (2.17) учитывать знак частной произ
водной sign [ Fу(х,  у ) ] .

На рис. 2.23, б) показана структурная схема для F v (х, у ) >  0. 
Рис. 2.23, в) соответствует случай F y (х, у) С 0. Когда же в об

ласти своего определения функция F y (х, у)  не является знако
постоянной, структура схемы 

[ 7 ч |И  должна быть переменной.
[ ------ ---------- ---  Соответствующая схема

АВМ показана на рис. 2.24. 
В верхней части рисунка изо
бражена схема, являющ аяся 
объединением схем рис. 2.23, 
б) и в ) .  Объединение произ
водится с помощью двух кон
тактов реле Р блока про
граммного управления. Ч е
рез нормально замкнутый 
контакт реле Р  (Н. 3.) осу

ществляется функционирование схемы, когда F v (х, у ) > 0, и со
ответственно— через нормально разомкнутый контакт (Н. Р .),  
когда Fy (х, у) < 0. В нижней части рисунка приведена схема 
программного управления, работающая в режиме переключения. 
Н а вход схемы поступает переменная F v (х, у)  с выхода функ
ционального преобразователя.

Метод неявных функций удобно использовать для обращения  
функций. Это значит, что по этому методу, располагая блоками, 
воспроизводящими, например, функции у = е х р х, у = х пу у =
=  s in x ,  всегда можно путем надлежащего включения блоков
образовать обратные функции х = 1 п  у, х = > Л / , x =  arcsin у. Р а с 
смотрим задачу обращения в общем виде. Пусть имеется функ
циональный преобразователь, вырабатывающий у = / ( х ) .  Н еоб
ходимо воспроизвести обратную функцию х = ф ( у ) .  Д ля  этого 
исходную функцию представим в виде неявного уравнения

F(x,  y ) ' = f ( x ) — y = о,
которое разрешим относительно х. По методу неявных функций 
потребуется воспроизвести решение дифференциального урав
нения

x ' = — K [ f ( x ) —y ]s ign  [/*(*)] 
с начальным условием х ( 0 ) = 0 .  Структурные схемы АВМ для 
Ы * )  > 0  и / * (х )< :0  представлены соответственно на рис. 2.25, а) 
и б). Из рисунков следует, что для обращения функции y = f ( x )  

функциональный преобразователь надлежит включить в обрат
ную связь ОУ.
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Аналогично по методу неявных функций выполняется ряд 
обратных операций. Так, большинство малых АВМ не имеют спе
циальных блоков деления. Определение частного z = x / y  пере
менных х  и у  сводят к разрешению неявного уравнения F( z )  =

Рис. 2.25.

=  г у — х  относительно 2, для чего по методу неявных функций на 
АВМ воспроизводится решение дифференциального уравнения 
z ' = — K [ z y — x]s \g n  y i z(0) = 0 ,  которое для положительных зн а
чений переменной у  будет иметь более простой вид:

г ' = — K [ z y — х],  г(О) = 0 .

Соответствующая структурная схема представлена на рис. 2.26, а ) ,  
из которой видно, что выполнение операции деления сведено к

ч н

—®
Z • т сУг /К 7 1 — У

а). б)
Рис. 2.26.

выполнению операции умножения с помощью блока умножения, 
включенного в обратную связь ОУ. Схема вырабатывает частное
2= —  не сразу, а спустя некоторое время. Это запаздывание у
будет даж е при постоянных х  и у. Действительно, решая анали
тически последнее дифференциальное уравнение, считая х  и у
фиксированными числами, имеем 2 (/) =  - [ 1 —ех р (— Kyt)].  Ве-

У 4личина запаздывания составляет примерно щ  секунд и тем
меньше, чем больше К  — коэффициент усиления ОУ.

Если переменная у  будет отрицательной, схему АВМ на рис. 
2.26, а) необходимо соответствующим образом изменить. Если же 
знак переменной у  не определен заранее, схема должна иметь 
переменную структуру. /
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Выполнение операции извлечения квадратного корня удобно 
свести к разрешению неявного уравнения. Пусть необходимо р еа
лизовать функцию у = У х  от переменной х . Это равносильно раз
решению неявного уравнения F ( y ) = y 2—х = 0  относительно у 9 
для чего на АВМ следует реализовать решение дифференциаль
ного уравнения

которому соответствует структурная схема, показанная на 
рис. 2.26, б).

§ 10. Некоторые диодные блоки АВМ

Диоды обладают различным сопротивлением в зависимости 
от полярности приложенного напряжения. Это свойство позво
ляет, используя диоды, строить различные логические схемы как 
в цифровых, так и в аналоговых вычислительных машинах, 
В АВМ к этим схемам относятся: схема ограничения пределов 
изменения переменной; релейная бесконтактная схема; схема об* 
разования модуля функции; схемы выбора максимальной и ми
нимальной величины и ряд  других схем.

1. Схема ограничения пределов. Схема ограничения пределов
изменения некоторой машинной переменной представлена на 
рис. 2.27, а) .  График зависимости ивых как функцию ивх называют 
характеристикой вход-выход . Характеристика изображена на 
рис. 2.27, б). Схема содержит масштабный усилитель, охвачен
ный двумя обратными связями через потенциометры и диоды 
D 1 и D2.

у ' = — К [ у 2— х], у (  0 ) = 0 ,

it) La)

Рмс. 2.27.



Докаж ем, что схема обладает характеристикой, показанной 
на рис. 2.27, б). Пусть входное напряжение пвх= 0, тогда и вы
ходное напряжение ивых= 0 .  Изменяя положение движков потен
циометров, установим на верхнем напряжение + н дЬ а на ниж 
нем —ид2. Этими напряжениями диоды D\ и D2 заперты, так как 
точка «а» потенциально заземлена независимо от величины вход* 
ного напряжения. При изменении входного напряжения напря

ло.сжение ивых меняется согласно выражению ивых=  —ивых» ко
торому на характеристике соответствует наклонный отрезок 
прямой.

Пусть ивх возрастает. Тогда ивых убывает. Величина напряж е
ния, которым заперт D u убывает. В момент времени, когда ивы,  
достигает значения, равного пдь запирающее напряжение равно 
нулю. Диод D\ открывается и своим малым прямым сопротивле
нием шунтирует R 0,c. Дальнейшее изменение величины иВЬ1Х при 
возрастании ивх оказывается невозможным. Этому на характери
стике соответствует нижний горизонтальный луч.

Пусть ивх убывает. Тогда ивых возрастает до тех пор, пока 
ивых не сравняется со значением ид2, после чего открывается 
диод D 2, и  дальнейшее убывание ивх не приводит к изменению 
величины ивых. Этому на характеристике соответствует верхний 
горизонтальный луч.

При начертании структурных и коммутационных схем схему 
ограничения изображают так, как это показано на рис. 2.27, в) .

2. Релейная бесконтактная схема. Релейная бесконтактная 
схема получается из схемы ограничения пределов путем ликви
дации резистора обратной связи /?0.с (рис. 2.28, а) ) .  Формально

ликвидация резистора обратной связи равносильна приравнива
нию /?0. с = о°. В результате этого наклонный участок характери
стики становится вертикальным (рис. 2.28, б ) ) .  Из характери
стики следует, что схема реагирует на знак входного напряжения

МвыхМ  
идг

6)
Рис. 2.28.

ид2, если ивх <  О, 
иД1, если ивх >  0.

4 А. С. Урмаев
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Эту схему в аналоговой технике называют идеальное реле  или 
бесконтактная релейная схема  в отличие от схемы программного 
управления (режим переключения), которую называют контакт
ной релейной схемой.

На рис. 2.28, в) дано изображение релейной схемы, исполь
зуемой при начертании структурных и коммутационных схем.

В релейной схеме и в схеме ограничения пределов каждый из 
пределов в зависимости от положения движка потенциометра 
может изменяться в диапазоне от 0 до 100 вольт.

3. Схема выделения наибольших и наименьших значений. 
Пусть необходимо выделить из некоторой совокупности функций 
* i ( t ), *2 (О»---* Xj(t) у . . . ,  x n(t) значение той функции, которая 
в данный момент имеет наибольшее или наименьшее значение.

В математической символике такие операции выбора обычно 
записываются так: у

Ясно, что y( t )  может и не совпадать на всем интервале опреде
ления t с какой-либо одной из функций, указанной в скобках. 
Д л я  иллюстрации на рис. 2.29, а) показана совокупность из пяти 
функций Х\ ( /) ,  x 2(t),  x 3( t ) y x 4( t ) y xs( t )  в виде прямых, и проведе
но выделение наибольших и наименьших значений на интервале 
/ ^ [ 0 ,  1]. Видно, что графиком y mm(t )  служит ломаная, состоя
щая из пяти прямолинейных отрезков, а график y m̂ ( t )  состоит 
из двух отрезков.

На рис. 2.29, б) и г) изображены электрические схемы диод
ных блоков, выделяющих соответственно максимальные и мини
мальные значения. Величины — Е  и + £  выбираются так, что 
| — Е\  = + E > u h где / =  1, 2 , . . . ,  п.

Блок рис. 2.29, б) воспроизводит uDbIX=ma x ( Ui ,  и2, . . . ,  ип, 
— £ ) = т а х  (ии и2, . . . ,  ип). В самом деле, из п входных диодов 
открыт лишь тот, на входе которого действует наибольшее на
пряжение. Пусть это будет 6-й вход, тогда ик> щ  для всех j¥=k. 
_  , R
Д иод  на 6-м входе открыт, и «вызс=  ^ д" п так как

прямое сопротивление диода /?д.пр<^/?. По всем остальным вхо
дам ] ф к  диоды заперты напряжением ик— щ. Если выход диод
ного блок*а рис. 2.29, б) подать на вход масштабного усилителя 
так, как  это показано на рис. 2.29, в), го ч

*/max(0= m a x  { * ! ( / ) ,  X2(t)  , . . ., * « ( 0 }>

У т т ( 0  = m in {A :i(0 ,  x 2 { t ) , . .  . ,  X j ( t ) , . . . ,  *„(/)} .

Рассуж дая аналогично, можно показать, что блоки рис. 2.29, г)] 
и д) соответственно реализуют выражения wBbIX= m in {w i,  и2 . . .
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, . и„, + £ }  = m in { « i ,  и2, . . ы„} и

Щвых =  minjui, ы2> • • • > ип' r  ^ |*

4. Схема образования модуля. Пусть имеется некоторая 
функция x( t ) .  Необходимо воспроизвести функцию у ( 0  =  1*(0  I* 
Существует много вариантов схем, осуществляющих операцию 
взятия модуля от функции. Рассмотрим две из них.

Т 5

Первая схема показана на рис. 2.30, а).  Основу схемы состав
ляет операционный усилитель /, охваченный двумя п арал
лельными цепями обратных связей. В обратных связях диоды 
включены в противоположных направлениях. Поэтому в зависи
мости от знака входного напряжения в проводящем состоянии 
находится только одна цепь. Проводящая цепь играет роль ре
зистора обратной связи, величина сопротивления которого равна: 
R0 C= R + R a. пр^Я, где /?д. пр — малое прямое сопротивление дио
да. Непроводящая цепь при этом имеет сопротивление R 0.с =  
—  R + /?д.обр« /? д .обр, где /?д.обр — обратное сопротивление диода, 
которое много больше R. Поэтому R0.c^>Ro.c и их параллельное

4*

16ых

ип*—К

Рис. 2.29.
6)
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сопротивление приблизительно равно R независимо от знака 
входного сигнала. Выходная величина ОУ всегда равна 
U\ =  — uBX(t).  Выясним, за счет чего же на выходе сумматора 2 
вырабатывается напряжение u2= \ u BX( t ) \ ,  а характеристика 
«вход-выход» имеет вид, показанный на рис. 2.30, б).

Пусть входное напряжение положительно (uBX( t ) > 0), тогда 
работает нижняя цепь обратной связи. Диод D2 проводит, сопро
тивление его мало и поэтому напряжение на верхнем входе сум
матора практически равно напряжению на выходе усилителя

Hf R 
rH-tZZh

U8Jt)_R_ /Ч^ Û -LLgJt)

R
a )

Рис. 2.30.

e. ц1==*—ивх. Н а нижний вход сумматора подается входное на
пряжение + и вх. На выходе сумматора вырабатывается сумма 
входных напряжений, которая с учетом коэффициентов передачи 
входов равна и2= —ивх-\-2ивх= - \ - и вх.

Пусть входное напряжение отрицательно (uBX(t )<cO).  Тогда 
работает верхняя цепь. Д и о д 0 2 заперт. Напряжение на верхнем 
входе сумматора 2 практически равно потенциалу суммирующей 
точки «а», которая потенциально заземлена. Поэтому на верхнем 
входе сумматора входное напряжение равно нулю. На ниж
ний вход сумматора входное напряжение подается так, что на

выходе сумматора будет
^2=== (^вх) 2 • (0) =  ивх^>0.
Итак, независимо от знака 
входного напряжения, напря
жение на выходе сумматора 
имеет положительный знак и 
амплитуду, равную входному 
сигналу, т. е. u2= \ u BX( t ) \ .

Второй вариант схемы об
разования модуля основан на 
реализации очевидного мате
матического тождества \ y ( t )  | = а 

:«=шах{х(/)»—* (/)} .  Таким образом, задача образования модуля 
функции сведена к уже известной задаче о выделении наиболь
шего значения. Структурные схемы представлены на рис, 
2.31 а, б) .
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Схема рис. 2.31, а) требует для своего осуществления два 
диода. Она реализует выражение y ( t ) = —шах{л:(/), —* (/)}  =
*=— И О I -

Схема рис. 2.31, б) содержит всего один диод и реализует вы* 
ражение y( t )  = —2тах{0,5л;(/) ,  — 0,5л:( / ) }  = — | * ( / ) к

§ 11. Б локи дифференцирования

Электрическая схема, изображенная на рис. 2.32, а ) ,  осуще
ствляет операцию дифференцирования входной переменной 
«»(*)•

Д ля  доказательства этого запишем уравнение Кирхгофа для 
узла «а»: ic =  iB• Если теперь заменить токи их выражениями не* 
рез напряжения, то получим равенство

п  d (иъх eg) ^  eg — ипых ^  jg j

С учетом того, что eg =  —

dt
ип

К
;0, имеем

(/) =  - Я С -
dt (2.19)

Таким образом, доказана способность схемы, представленной на 
рис. 2.32, а),  выполнять операцию дифференцирования входной

u5J t)
*--- 1Г Г ^ ~ uej(>

а ). Rcc $)

6}

Рис. 2.32.

переменной. Рассмотренная схема дифференцирования нашла 
ограниченное применение в практике работы на АВМ. Основная 
причина этого — неприятное свойство операции дифференцирова
ния усиливать помехи*).  Поэтому при работе на АВМ стараются 
вообще не использовать операцию дифференцирования. В случае 
ж е крайней необходимости применяются комбинированные диф 
ференцирующие блоки, которые помимо операции дифференци* 
рования одновременно выполняют еще сглаживание . Н а рис*

Подробнее см. § 1 гл. 3,
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2.32, б) и в) представлены две схемы, осуществляющие диффе
ренцирование со сглаживанием. В первой схеме эффект сглаж и
вания достигается за счет введения дополнительного конденсато
ра в обратной связи. Во второй схеме — за счет введения допол
нительного входного резистора.

§ 12. Задачи и вопросы

1. Отечественные аналоговые вычислительные машины ЭМУ-10 и МН-17М 
имеют: первая 48, вторая 80 интеграторов и сумматоров. К какому типу сле
дует отнести эти машины?

Ю)
Рис. 2.33.

2. Каково назначение основных устройств АВМ?
3. В чем состоят основные особенности ОУ?
4. Перечислите известные Вам виды обратных связей.
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б. Показать, что сумматор реализует выражение:

Мам

если учесть конечность коэффициента усиления ОУ.
6. Как осуществляется установка требуемого коэффициента передачи 

сумматора? Рассмотреть случаи а > 1 ,  а < 1 ,  где а  — коэффициент передачи 
сумматора по какому-либо входу.

7. Показать, что интегратор реализует выражение
du К

dt К  +  1 RC — R C ( K +  1)
если учесть конечность коэффициента усиления ОУ*

(2 .21)
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81 Как вадать начальные условия при интегрировании?
9. Что общего и в чем различие в установке коэффициентов передачи 

«$ыматоров и интеграторов?
10. Что такое фиксация решения и как она осуществляется?
11. Д ля  структурных схем АВМ, представленных на рис. 2.33, найти ма

тематические выражения, которые они реализуют.
Замечания:
Схемой 4) произвольный вектор x(t) =  {x\(t), *2(0» *з(0) умножается 

на постоянную матрицу;
схемы 9) и 10) описываются одним и тем же дифференциальным урав

нением, не разрешенным относительно старшей производной;
схема 10) инвариантна к преобразованию /(*, г) .  К любому ли преобразо

ванию?
J2. Построить структурную схему АВМ для отыскания корней уравнения;

ехр(—aOsin(G)f+\J)o) =  1—р/.

13. Почему блоки умножения ламповых машин имеют схемный масштаб 
|х=0,01?

14. Составить структурную схему АВМ, воспроизводящую зависимость 
y{i)  в  [ х ( 0 ] 2/3, где *(/)  — некоторая заданная переменная.

16. Найти математические выражения, которые реализуют структурные 
схемы, представленные на рис. 2.34.

16. Показать, что блок дифференцирования рис. 2.32, а) реализует выра
жение __

К РГ1 ^  ^иъых ftftv
“ вши -  /( + 1 d t  ~ к  +1 dt ' <2-22)

если учесть конечность коэффициента усиления ОУ.
17. Схема рис. 2.26, б) реализует операцию извлечения корня путем вос

произведения решения дифференциального уравнения у ' — — К[ у 2—*], * / (0 )= 0 .  
Доказать  это, решив уравнение для случая х = х *  =  const.
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ТОЧНОСТЬ АПЛ\ 

§ 1. Источники ошибок АВМ

АВМ воспроизводят решения задач с ошибками. Ошибкой  
А В М  называют разность между точным значением переменной 
и ее значением, полученным при решении задачи на машине. 
Величина ошибок АВМ определяется совместным действием 
большого числа факторов. Главнейшие из них — ошибки опера
ционных блок ов , помехи  и выбранный метод решения задачи. 
В настоящей главе рассматривается влияние на точность работы 
АВМ ошибок операционных блоков и помех.

Точность воспроизведения математических операций — основ
ная характеристика операционных блоков АВМ. Д ля  оценки точ
ности полезно ввести понятия: идеальный операционный блок  и 
реальный операционный блок . Операционные блоки, рассмотрен
ные в главе 2, следует отнести к идеальным. Д ля  идеальных бло
ков характерен строгий математический изоморфизм между фи
зическими процессами, протекающими в них, и математическими 
операциями, реализуемыми этими блоками. Идеальный блок вы
полняет математические операции абсолютно точно. Конечно, 
сконструировать и изготовить идеальный блок невозможно. И де
альный блок — это абстрактная конструкция, удобная для оцен
ки ошибок реальных операционных блоков. Под ошибкой  реаль
ного операционного блока понимают разность между выходным 
напряжением идеального и реального блоков. Выявление оши
бок блоков требует исследования внутреннего строения реальных 
блоков. Глубина такого исследования может быть различной. 
Мы ограничимся лишь первым приближением. В этом прибли
жении в отношении реального и идеального блоков предпола
гается существование одинаковых элементов, образующих блоки, 
и наличие одинаковых связей между элементами. Различия меж
ду блоками определяются лишь «качеством» элементов реальных 
блоков.

В противоположность реальному блоку идеальный блок 
состоит из идеальных элементов: бездрейфовый, безынерционный 
ОУ с бесконечно большим коэффициентом усиления; резисторы 
и конденсаторы с абсолютно точными параметрами, не завися
щими от времени, температуры и влажности окружающей среды.
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Выходное напряжение операционного блока будем представ
лять в виде некоторой функции от параметров блока и входных 
напряжений:

^вых===/(Р ь  Р2у • • 'у Pjy • • •у Рпу U\y У-2у • • м Mhy • • •> ^m) 9 (3*1)

где р I, р2, Pzy. . Pjy - ..у Рп —  параметры блока; и и и2, м3>. . .  
. . ику . . цт — входные переменные.

Удобно для сокращения записи выражение (3.1) представить 
в векторной записи: i w = / ( p ,  и ), где р  — вектор параметров 
операционного блока; и — вектор входных переменных; ивых— 
(скалярная величина) выходное напряжение.

Ошибка операционного блока в соответствии с определением 
выражается в виде разности

Д ^ в ы х  =  / и д  ( Р и д »  # и д )  / р  ( Р р >  И р ) «  ( 3 * 2 )

Здесь / ид (рид, 1/ид) — функция, реализуемая идеальным блоком; 
/ р (Р р» иР) — функция, реализуемая реальным блоком; рр — век
тор параметров реального блока; р ид— вектор параметров иде
ального блока; нид— вектор идеальных входных переменных; 
ир — вектор реальных входных переменных.

Точность реального операционного блока определяется тремя 
типами ошибок.

Ошибки первого типа — параметрические. Они представляют 
собой разность значений параметров & р,= рИ̂ —p vjy j =  1, 2 , . . . ,  п у 
или в векторной форме: бр=рид—рр. Источниками параметриче
ских ошибок являются технологические погрешности изготовле
ния радиодеталей, из которых построен операционный блок.

Ошибки второго типа — структурные (конструктивные). Они 
вызваны конструктивными особенностями элементов, образую
щих реальный блок. В первую очередь эти ошибки связаны с ОУ, 
которые в силу принципа действия их электронных схем не могут 
иметь бесконечно большой коэффициент усиления и не могут 
быть безынерционными. Д ля  выявления структурных ошибок 
приходится детально исследовать электрические процессы в опе
рационных блоках с учетом особенностей построения электрон
ных схем ОУ.

Ошибки третьего типа — помехи . Они проявляются в отсут
ствии строгого соответствия между машинной переменной и м а
тематической переменной. М ашинная переменная изменяется во 
времени более сложным и до какой-то степени случайным обра
зом по сравнению с математической переменной. Переменную 
цид(0  называют идеальной , предполагая, что она абсолютно точ
но соответствует математической переменной. Переменную up(t) 
называют реальной , когда имеют в виду то электрическое напря
жение, которое в действительности можно получить на выходе
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Рис. 3.1.

какого-либо операционного блока АВМ. Разность г] ( t ) = u p(t) — 
— иид(/) называют помехой. Д ля  помех, возникающих в АВМ, 
характерна более высокая скорость изменения во времени по 
сравнению со скоростью изменения машинных переменных. На 
рис. 3.1 представлена типичная, но несколько утрированная кар 
тина изменения во времени иде
альной и реальной машинных пе
ременных и помехи.

Источниками и причинами по
явления помех является большая 
совокупность неконтролируемых 
факторов, которые можно разде
лить на внешние и внутренние.

К внешним  факторам следует 
отнести нестабильность источни
ков питания АВМ, влияние раз
личных энергоемких электриче
ских установок, питающихся от 
той же электрической сети, что 
и данная АВМ. Моменты включе
ния и выключения этих установок сопровождаются появлением 
помех. К внешним факторам также относится температура и 
влажность окружающей среды. Кроме того, с внешними ф акто
рами связаны так называемые «промышленные помехи». Суще- 

'с тво  этих помех состоит в том, что при работе ряда промышлей- 
ных установок возникает мощное электромагнитное поле, влияю
щее на работу электронных операционных блоков АВМ. К этим 
устройствам относятся: электрический транспорт, коллекторные 
электрические двигатели, высокочастотные печи для плавки, 
закалки, сушки и целый ряд других установок. С помощью спе-„ 
циальных приемов конструирования электронной аппаратуры 
можно практически полностью защитить АВМ от внешних помех.

Внутренние факторы связаны с возникновением помех, кото
рые зародились внутри самой АВМ, в различных ее блоках. Т а 
кого рода помехи неизбежно сопутствуют основным электронным 
явлениям, происходящим в блоках АВМ. Эти помехи, обуслов
ленные флуктуациями электрических токов и напряжений, назы 
вают флуктуационными.  Вообще в физике под флуктуациями по
нимают случайные колебания величин около их средних значе
ний. Флуктуации обусловлены стохастической природой ряда 
физических явлений. Кроме того, к внутренним факторам следует 
отнести взаимное электрическое влияние блоков АВМ в процессе 
работы машины. Это влияние и связанные с ним помехи распро
страняются как по коммутационным шнурам, соединяющим бло
ки, так и по цепям электропитания блоков. Чем выше скорость 
изменения машинных переменных, тем сильнее помехи, вызванные



взаимным электрическим влиянием. Устранить помехи флук- 
туационного типа невозможно. Можно подбирать относительно 
более выгодные схемы и режимы их работы.

Итак, основными причинами вычислительных ошибок АВМ 
являются помехи, технологические погрешности изготовления 
радиодеталей и неидеальность ОУ, проявляющаяся в дрейфе нуля, инерционности ОУ и конечности его коэффициента усиления. 
При этом неодинаково проявляются эти источники ошибок в one-* 
рационных блоках разных типов.

§ 2. Ошибки операционных блоков

В достаточно общем виде ошибка произвольного операцион
ного блока от параметрических ошибок и помех может быть при
ближенно оценена путем замены правой части выражения (3.2) 
дифференциалом

Д Ц в ы х ^ / [Р и д »  ^ и д ( 0 ]  / [Р и д  б р ,  И ид (^ ) -f-Т] ( t )  ]  =3

м т

“  -  2  д Г 7 ' ЬР'- +  2 1 Г ~  Л* </). (3.3)/ = 1 ^ид / fe=1 ид k

df
Здесь ’dPiiji ~ — частная производная функции д р ,  и) по парамет

ру p Hflj, частная производная f(p, и) по переменной иаак9

л*(0  — помеха входной переменной u k ( t ) .
1. Ошибки сумматора. Сумматор в соответствии с (2.3) вос: 

производит сумму

V  ^ . с^  И/.

Ошибку сумматора от погрешностей параметров (/?0. с, R), / =  1, 
2, . . . ,  п) и помех входных переменных можно выразить по фор
муле (3.3) так:

6 0  ТОЧНОСТЬ АВМ [ГЛ. 3

А , V  Ш<О.С _  V  КО.С * V  КО.С м
А̂ ВЫХ ~  “Ь ^  о И/ ^  2 / ^  ^  ^

/=1 V /=1 Д/ /=1 /

где предполагается, что технологические погрешности бR 0.0t б/?, 
и помехи т],-(0 достаточно малы.

Структурные погрешности сумматора определяются конеч
ностью коэффициента усиления ОУ, дрейфом нуля ОУ и особен
ностями электронной схемы, по которой построен ОУ,
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На основе (2.20) устанавливается зависимость выходного на* 
пряжения сумматора от К  — коэффициента усиления ОУ*

Влияние на выходное напряжение коэффициента усиления К  тем 
слабее, чем он больше.

Д ля  выявления ошибки сумматора от дрейфа нуля ОУ пред
положим, что на входе ОУ (рис. 2.3) подано дополнительное на
пряжение —e0( t ), действие которого должно скомпенсировать 
дрейф. Таким образом, на выходе ОУ действует напряжение

u =  - [ e g- e , { t ) ] K .  (3.4)

Если выразить теперь eg из (3.4) и подставить в (2.3), то с 'уче-
^выхтом того, что eg=  jt- мало, получим:

«вых =  -  | j  и, +  е0 (0 ( l  +  j |  ^ | .

где е0(t) ( 1 +  2 " ^ / — ошибка от дрейфа нуля.
\  /=1 1 J

Действительное исследование электрических процессов в схе
ме сумматора, с учетом электронной схемы ОУ позволяет убе
диться, что выходное напряжение сумматора лишь приближенно 
выражается формулой (2.3). Более точно выходное напряжение 
описывается следующим выражением:

гр ^ “ ^ В Ы Х  , гр ^ и вых . * О . С  / о  - ч

2 dt* ' 1 dt + " D“X -  2 d  R . и 1'/= 1 /

где Т1, Т2 — некоторые малые величины, которыми обычно пре
небрегают. Однако-в тех случаях, когда входные переменные ме
няются достаточно быстро, скорость изменения ивых(0  мож ет 
стать значительной. Тогда игнорирование членов с Т\ и Т2 может 
привести к значительным ошибкам, что при определенных типах 
структурных схем АВМ приводит к неудачному воспроизведению 
решения задачи на АВМ.

К структурным ошибкам сумматоров относится такж е зап аз 
дывание выходного напряжения wBbIX(0  по отношению к входно
му um(t).  Причиной запаздывания является инерционность уси
лителя постоянного тока (см. § 2 гл. 2). У сумматоров и масш



табных усилителей запаздывание зависит от коэффициента пере
дачи и приближенно описывается выражением

1 “Ь ос /о с \Т — Тз | | \О.Ъ)

где Та — запаздывание ОУ, 4• 104 — коэффициент усиления 

ОУ, а = ^ - ^ — коэффициент передачи операционного блока. Из
WB X

(3.6) видно, что запаздывание операционного блока тем больше, 
чем больше а. Обычно при работе на АВМ не используют коэф
фициенты передачи больше двадцати. Когда ОУ используется 
в какой-либо схеме АВМ в виде самостоятельного операционного 
блока, то, естественно, а = К  и запаздывание — наибольшее.

2. Ошибки интегросумматора. Ошибка интегросумматора от 
погрешносте": п а р а м е т р о в  и помех получается по формуле (3.3) 
с учетом (2.12;:
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Д̂ ВЫХ --
Щ  RiC

^  -I- J Ujdt +  J т)у (/) d t \  — А «о

где Д«о — ошибка в установке начального условия интегратора.
Д ля  выявления структурной погрешности интегратора рас

смотрим влияние конечности значения К  — коэффициента уси
ления ОУ. В соответствии с формулой (2.21) имеем дифференци
альное уравнение для uBblx(t)

^ивых К UBX UBblX
~  / с + т  " S c "  ~  RC (К +  1 )  ‘  

Проинтегрировав правую и левую части этого уравнения и счи-
К 1тая у +~к ~  1, получаем

t t

В̂Ы х(^) S c   ̂ j I j J* 11

отсюда ошибка

Д“ ВЫ!С = R C (K +  1) [  Ывых d t "

И з последних выражений для  иВЫ1(1) и АиВЫ1 видно, что как ве
личина ошибки, так  и выходное напряжение ыВЫ1(7) интегратора 
зависит от входного напряжения u„ (t ) .  Д ля  иллюстрации х а
рактера проявления структурной погрешности рассмотрим инте
грирование постоянной величины « „ = 1 .

Выходное напряжение идеального интегратора должно быть
равным ыВы х = — -^ .В ы х о д н о е  напряжение реального интегра-



тора находится путем решения дифференциального уравнения 
(2.21) при авх =  1:

^ивых К 1 ипых
dt “  ”  к  +  1 RC ~~ RC {К - Г  1 ) "

Его точное аналитическое решение есть

( 0  =  — /с { 1  — е х р [  — щ г т т ^ ] } .

Разложив экспоненту в ряд, получим:
) t / 2 | )

1 " "  1 +  ~ R C (  1 +  К )  2  ( R C ) 2 (  1 - f -  К ) 2 +  •  ’  *  (  ~

К t t
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~  1 - h  К RC~ RC •

к  . /2
Первый отброшенный член разложения " 2(^с)2(Т+~/С)2'' пРед~

ставляет основную ошибку интегрирования. Величина ошибки 
тем больше, чем продолжительнее процесс интегрирования и чем 
меньше коэффициент усиления ОУ. Из изложенного следует не
обходимость ограничения продолжительности интегрирования. 
Д ля каждой конкретной АВМ в зависимости от используемого 
в ней типа ОУ рекомендуется определенная длительность инте
грирования, превышение которой сопровождается появлением 
погрешностей. Так, отечественная машина МН-14 допускает 
продолжительность интегрирования в 10 000 с, а машина 
М Н -7 — 150 с.

Найдем ошибку ннтегросумматора от напряжения дрейфа 
нуля. Д ля  этого, как и раньше при рассмотрении ошибок сумма
тора, будем считать, что на входе ОУ действует дополнительное 
напряжение —£0(0> компенсирующее действие дрейфа. Выход
ное напряжение ОУ будет равно иъых= —K [eg—e0( t)] ,  отсюда

-eQ(/). Подставляя последнее выражение в формулук
(2.9) и учитывая, ч т о Л ^  « о ,  получим

П t П t

^ п ы \  ( 0  —  2  ̂ Ж~с i  " Н  е0 (t) - j-  2  ̂ 7^ 77 ;  j *  W 9
/=1 i о /—1 i о

Последние два слагаемых в правой части представляют собой
искомую ошибку ннтегросумматора от дрейфа нуля:

п t

АиВых (0 ^ е0 (0 2  #7~с J  (3*7)
/=1 i о
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Эта ошибка тем.больше, чем больше величины коэффициентов 
передачи интегратора и чем продолжительнее процесс ин
тегрирования. Нижний нулевой предел интегрирования в выра-* 
жении ошибки (3.7) соответствует моменту окончания последней 
настройки нуля ОУ.

3. Ошибки блока дифференцирования. Выходная переменная 
идеального блока дифференцирования в соответствии с (2.19), 
выражается зависимостью

«вы* (t) =  - R C

из которой следует выражение ошибки, вызванной существовав 
нием помехи и погрешностей параметров:

d u
А«выХ (t) =  (C8R +  RbC)  -  RC  (3.8)

Д ля  определения структурной ошибки, вызванной конеч
ностью величины К  — коэффициента усиления ОУ, воспользуем
ся выражением (2.22). Из него видно, что выходное напряжение 
блока дифференцирования удовлетворяет линейному дифферен
циальному уравнению с правой частью

RC ^ ^ в ы х  ,   К  £ ) / - •  ^ В Х

^ВЫХ “  иг \ 1/ С + 1  d t  п  “ вых —  ^ + 1  d t

Следовательно, ошибка зависит от дифференцируемой функции, 
В качестве иллюстрации исследуем ошибку от дифференцирова
ния функции uBX( t ) = a t .  На выходе идеального блока дифферен
цирования в соответствии с (2.19) должно быть постоянное 
напряжение uBblx= — aRC,  Выражение выходного напряжения 
реального блока находится путем интегрирования дифференци* 
ального уравнения

R C  <*«ВЫХ , /С Г>п“Ь в̂ых ■— 1? ; Г" &  R Oк +  1 dt 1 “ вых К 

с  начальным условием ивы* ( 0 ) = 0 .  Решение уравнения есть

О тсюда ошибка

Дивых ~  — aRC  exp ( — (3.9)

И з (3.9) видно, что ошибка блока дифференцирования меняется 
во времени и тем больше, чем больше а  — скорость изменения 
входной переменной. Н аибольш ая ошибка соответствует моменту
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времени / =  0 и равна ДиВы х ( 0 ) = —aRC.  С течением времени по
грешность убывает тем сильнее, чем больше коэффициент усиле
ния ОУ, так что появление значения производной на выходе бло
ка запаздывает примерно на 4RC/  ( К + 1 )  секунд.

Д ля определения ошибки от дрейфа нуля будем считать, что 
на входе ОУ действует дополнительное компенсирующее напря
жение —е0 (/). Тогда напряжение на входе ОУ будет eg—

=■---=-----~ ^ + е 0(0 -  Подставляя это выражение в (2.18) и учитывая,

что мало, получим

«вы* (/) =  -  RC  +  RC  ^  +  <?0 (/).

Два последних слагаемых в правой части этого равенства пред
ставляют собой ошибку блока дифференцирования от дрейфа 
пуля.

4. Ошибки нелинейных блоков. Анализ ошибок нелинейных 
блоков требует детального исследования электрических процес
сов, протекающих в электронных схемах. Проводить такой ана
лиз мы не имеем возможности. Наиболее часто употребляемый 
в нелинейных блоках элемент — полупроводниковый или лампо
вый диод. Рассчитывая и конструируя нелинейные блоки АВМ, 
обычно идеализируют работу диодов. На 
рис. 3.2 показана пунктиром р е а л ь н а я цаи 
вольт-амперная характеристика диода, 
а сплошной линией — идеализированная 
характеристика. Здесь i — ток, протекаю
щий через диод, и — приложенное к диоду 
напряжение. Из рисунка следует, что _  
значительных погрешностей нелинейных 0 
блоков следует ожидать в области Рис. 8.2.
малых изменений машинных переменных.

5. Сопоставление ошибок операционных блоков. У различных 
блоков АВМ в зависимости от реализуемых ими математических 
операций по-разному проявляются ошибки, вызванные одними 
и темп же причинами. Так, структурные погрешности сумматора, 
интегратора и блока дифференцирования, вызванные конеч
ностью величины коэффициента усиления ОУ, уменьшаются с 
ростом величины коэффициента усиления. Однако у блока диф 
ференцирования наибольшие погрешности появляются в началь
ный момент работы машины, у интегратора погрешности н ара
стают с течением времени, а у сумматора не зависят от времени. 
Различна чувствительность блоков дифференцирования и- инте
грирования к помехам. Д ля  помех вообще характерна большая 
скорость изменения, чем для идеальной переменной, поэтому при
Б А. С. Ур маев
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дифференцировании в соответствии с (3.8) относительная вели
чина помехи резко возрастает. Производная геометрически пред
ставляет собой тангенс угла наклона касательной к кривой. На 
рис. 3.1 для некоторого момента времени /* показано положение 
касательной к идеальной кривой и к помехе, отсюда видно, что, 
дифференцируя реальную машинную переменную, можно оши
биться не только в значении производной, но даж е в знаке про
изводной. Все это происходит от того, что операция дифферен
цирования по своему математическому смыслу является локаль
ной. В противоположность этому чувствительность операции ин
тегрирования к помехам — гораздо меньшая. Из рис. 3.1 видно, 
что в процессе интегрирования положительные и отрицательные 
площадки, ограниченные кривой г| (/) ,  взаимно компенсируют 
друг друга и в малой степени влияют на результат операции. 
Эта разная чувствительность операций к помехам в первую оче
редь определяется глубоким различием математического содер

жания операций дифференцирования и 
интегрирования, а не особенностями 
блоков АВМ.

Типичная картина изменения во 
времени напряжения дрейфа нуля по
казана на рис. 3.3. Из рисунка следует, 

^  что для этого напряжения характерно 
изменение в одном направлении. На- 

р ис. з.з. пряжение дрейфа нуля с течением вре
мени нарастает. Поэтому погрешность, 

вызванная им при выполнении операции интегрирования, д о лж 
на нарастать с длительностью интегрирования.

§ 3. Добротность АВМ

Из-за сложности априорной оценки точности результата, по
лучаемого на АВМ, в зависимости от ошибок операционных бло
ков, помех и точности измерительной аппаратуры часто вводится 
обобщенная характеристика точности, называемая добротностью 
АВМ.

Добротность АВМ исчисляется по формуле
Е — В ■ Е, m a x  m m  ( п а х

а — £ ~  £ •Lmin min
£ m a i  определяется максимально допустимым значением машин
ной переменной и для ламповых машин 100 В. Е Ша являет
ся нижней допустимой границей изменения машинных перемен
ных. Величина' Emln находится экспериментально для каждой 
конкретной АВМ. Численное значение зависит от уровня по
мех в машине, от ошибок операционных блоков, от точности не-
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пользуемой измерительной аппаратуры. Если машинная пере
менная в течение значительного промежутка времени была мень
ше Е т1п и, следовательно, была соизмерима с помехой, результат 
решения задачи может содержать значительные ошибки.

У лучших современных машин при £ ,тах= 1 0 0  В величина 
£min =  0,l В и добротность АВМ d = 1 0 3. Значение десятичного 
логарифма от добротности m =  \ g d  представляет собой число 
верных знаков, которые могут быть получены на машине при р а 
циональном использовании ее рабочего диапазона.

§ 4. Вопросы

1. Что представляют собой структурные и параметрические ошибки опе
рационных блоков АВМ?

2. В чем проявляются помехи и каковы источники их возникновения в 
АВМ?

3. Провести сравнение влияния помех на результаты различных операций.
4. Какие факторы ограничивают величину коэффи

циентов. передачи операционных блоков?
5. Чем ограничена длительность воспроизведения ре

шения какой-либо задачи на АВМ?
6. Что такое добротность АВМ и какие факторы на 

нее влияют?
7. Операция дифференцирования иногда выполняется 

по методу неявных функций с помощью схемы, показан
ной на рис. 3.4.

1) Доказать, что схема^ рис. 3.4 разрешает неяв

ное уравнение F(y)  = x ( t )  — \ y ( t ) d t  =  0 относительно у путем воспроизведения
о

решения дифференциального уравнения 

У' -  -  К

Рис. 3.4.

( / ) -  f у  ( t ) d t  
о

sign \ F ’y \,

с пачальым условием */(0) = 0 ,  где К  — коэффициент усиления ОУ.
2) Доказать, что y(t )  = * ' ( / ) + 6  (/), где 6 ( / ) — погрешность блока диф

ференцирования, представляющая собой периодическую функцию периода 
Т =  2тС\К. Найти дифференциальное уравнение для 6 ( 0  и, решая его, опре
делить погрешности при дифференцировании функций x( t ) :  a t , s in /.

Я. Определить погрешность интегратора, вызванную конечностью коэффи
циента усиления ОУ, при интегрировании функции A sin о / .  Исследовать по
грешность в зависимости от А и со.

9. Определить погрешность блока дифференцирования рис. 2.32, а) из-за 
конечности коэффициента усиления ОУ при дифференцировании функции 
Л sin «/. Исследовать погрешность в зависимости от А и со.
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§ 1. Яз ык  и э т апы п р о г р а м м и р о в а н и я

Решению задач с помощью АВМ предшествует подготови
тельная работа, называемая программированием . В процессе 
программирования по данным математическим -зависимостям 
определяются необходимые операционные блоки и способ их со
единения для воспроизведения решения исходной задачи. Кроме 
того, при программировании устанавливается соответствие меж
ду математическими переменными решаемой задачи и машин
ными переменными АВМ.

Окончательный результат программирования (программа) 
оформляется либо в виде коммутационных таблиц, либо в виде 
коммутационных блок-схем, которые при подготовке АВМ к р а 
боте используются для электрической коммутации и настройки 
операционных блоков.

В программе должна быть отражена вся необходимая инфор
мация для организации работы АВМ по решению данной задачи. 
Результат масштабирования  обычно представляется в виде так 
называемых масштабных таблиц, содержащих перечень матема
тических переменных, соответствующие им машинные перемен
ные и числовые значения масштабов.

Процесс программирования АВМ неразрывно связан с з а 
писью программы в каком-либо виде. К форме записи програм
мы (или, как говорят,— к языку программирования)  предъявля
ется ряд требований. Главнейшие из них — наглядность, ком
пактность представления программ при однозначном ее толко
вании; доступность для понимания содержания программ широ
ким кругам лиц, занимающихся программированием АВМ. При 
сравнении табличного и блок-схемного способа записи программ 
АВМ предпочтение обычно отдается блок-схемному представле
нию программ из-за универсальности, наглядности, доходчивости 
и из-за удобства использования этого способа при публикациях. 
Табличная форма записи, содержащая перечень потребных опе
рационных блоков и связей между ними, более компактна, но ме
нее наглядна и сильно ориентирована на конкретную АВМ, на 
которой предполагается решать данную задачу. Поэтому при
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программировании АВМ в настоящее время повсеместно исполь
зуется язык блок-схем. На этом языке можно описать програм
мы для любой АВМ. Язык блок-схем — язык графический. Мы 
уже на протяжении трех глав, не оговаривая этого особо, поль
зуемся языком блок-схем. Язык блок-схем содержит два элемен
та: блоки  и связи.

Блоки изображаются в виде геометрических фигур (прямо
угольники, кружки, треугольники и т. д.). За  некоторыми типами 
операционных блоков АВМ по договоренности раз и навсегда 
закреплены определенные соответствующие им геометрические 
изображения. Характер соответствия между операционными бло
ками АВМ и блоками языка блок-схем описывается в тексте, по
ясняющем блок-схемы. В случае необходимости внутри геомет
рических фигур вписываются те математические соотношения, 
которые реализуют операционные блоки АВМ, представленные 
этими фигурами.

Связи — линии (когда необходимо — с указанием направле
ния), показывающие, с какого блока на какой поступает вы ра
ботанная блоком информация (переменные, результаты опера
ции). На первый взгляд может показаться, что факт существова
ния связи между двумя операционными блоками не означает 
выполнения какой-либо операции. В действительности же нали
чие связи между блоками обеспечивает выполнение так назы вае
мой операции присваивания. Эта операция особого рода. Ее 
смысл в том, что входная переменная одного операционного бло
ка непрерывно устанавливается тождественно равной меняющей
ся выходной переменной другого блока.

При программировании АВМ используются до четырех уров
ней языка блок-схем. Уровни языка отличаются степенью д ета
лизации информации об организации вычислительного процесса 
на АВМ. Перечислим уровни, начиная с высшего: уровень у к р у п 
ненных блок-схем , уровень структурных схем , уровень коммута
ционных схем , уровень электрических схем.

Д ля иллюстрации представим на различных уровнях языка 
блок-схем программу воспроизведения на АВМ, решения диффе
ренциального уравнения x ' ( t ) —y ( t )  -x( t )  = z ( t )  с начальным ус
ловием х ( 0 ) = х 0. Здесь y ( t )  — переменный коэффициент, равный

2 (0 — правая часть дифференциального уравнения, р ав 

ная — ех р (— 0*
На рис. 4.1, а) показана блок-схема АВМ, представленная на 

языке самого высокого уровня. Схема содержит три блока и тем 
самым показывает, что для организации решения исходного 
уравнения целесообразно отдельно воспроизвести переменный

коэффициент у(1) затем правую часть уравнения
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z ( t ) = —exp (— t),  и лишь имея y{ t ) ,  z ( t ) t реализовать уже соб
ственно решение уравнения.

На рис. 4.1, б) показана блок-схема той же задачи, но уже 
в структурном представлении. Структурная схема , как и ранее 
рассмотренная блок-схема, не ориентирована на какую-либо кон
кретную АВМ. Структурная схема детализируется до отдельных 
операционных блоков некоторой абстрактной, гипотетической 
АВМ.

Схема составляется для математических переменных и от
раж ает в достаточно- общем виде основную идею, принцип орга
низации связей между операционными блоками, обеспечивающий 
воспроизведение искомого решения. Д ля  удобства сравнения на 
рис. 4.1, б) группы операционных блоков, соответствующие бло
кам рис. 4.1, а ) ,  обведены пунктиром.

На рис. 4.1, в) показана часть блок-схемы, которая воспроиз
водит функцию —у ( / ) = — T ~ f l 9 Такие блок-схемы называют
коммутационными. Коммутационная схема ориентирована уже 
на конкретную АВМ, на которой предполагается воспроизводить 
решение задачи. В силу этого коммутационная схема отражает 
специфические особенности соединения блоков, присущие АВМ 
данного типа. Эти специфические особенности проявляются в 
том, что строение (или, как говорят, топология) коммутационной 
схемы АВМ может не повторять топологию соответствующей 
структурной схемы. На коммутационных схемах проставляются 
номера используемых операционных блоков и номера использо
ванных входов этих блоков в соответствии с наборным полем 
конкретной АВМ. Схема рис. 4.1, в ) ориентирована на машину 
М Н -7*).  В коммутационных схемах переменные представлены 
в виде машинных переменных — электрических напряжений. М а
шинная переменная некоторой математической переменной y ( t )  
равна произведению m yy{t)  вольт. Здесь ш у — масштаб представ
ления математической переменной электрическим напряжением 
в машине. На коммутационных схемах проставляются числовые 
значения коэффициентов передачи операционных блоков и по
тенциометров с учетом выбранных масштабов. Коммутационные 
схемы используют при наборе задач на наборном поле машины. 
Связям (линиям) коммутационной схемы соответствуют электри
ческие проводники с однополюсными вилками на концах.

На рис. 4.1, г) представлена еще более детализированная 
блок-схема. Здесь детализация выполнена до уровня операцион
ных усилителей и радиодеталей (конденсаторы, резисторы), об
разующих входные цепи и цепи обратных связей операционных 
блоков. Такие блок-схемы называют электрическими. Эти схемы

*) См. приложение.
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часто используют вместо коммутационных при наборе задач на 
наборном поле АВМ.

Таблица обозначений основных операционных блоков и их 
электрических эквивалентов представлена на рис. 4.2.

Весь процесс программирования АВМ удобно разбить на че
тыре этапа: этап I — анализ исходной задачи; этап II — р азр а
ботка структурной схемы АВМ; этап III — проведение масштаби
рования математических переменных машинными переменными; 
этап IV — разработка коммутационной схемы АВМ.

На первом этапе математические выражения исходной задачи 
анализируются с целью приведения их в форму, удобную для 
реализации на АВМ. Дело в том, что решение ряда задач в их 
первоначальной математической постановке не удается воспро
извести на АВМ. Вычислительные особенности АВМ наиболее 
приспособлены для воспроизведения решений обыкновенных 
дифференциальных уравнений, заданных в форме задачи Коши. 
Поэтому успешное решение на АВМ других задач, не связанных 
в первоначальной постановке с обыкновенными дифференциаль
ными уравнениями, порой возможно лишь после того, как с по
мощью специальных приемов и методов исходные задачи сведе
ны к некоторым эквивалентным задачам  Коши. Изложение ме
тодов такой математической «перепостановки» задач представ
ляет содержание большинства последующих глав.

На втором этапе разрабатываются структурные схемы АВМ. 
Поскольку в большинстве случаев исходные данные приведены 
к эквивалентной задаче Коши, основным методом программиро
вания АВМ является способ построения структурных схем для 
воспроизведения решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Детальное содержание этих способов изложено в сле
дующей главе.

Однако следует иметь в виду, что один и тот же выбранный 
метод воспроизведения решения на АВМ может быть представ
лен различными структурными схемами. Эти структурные схемы 
эквивалентные в смысле реализуемой задачи, отличаются друг 
от друга типами используемых блоков, количеством блоков и ха
рактером связей между ними. Поэтому важно разработать не 
только правильную втруктурную схему АВМ, но и наилучшую 
в некотором смысле.

В понятие «наилучшая структурная схема» может вклады 
ваться разнообразный смысл в зависимости от решаемой задачи 
и типа АВМ, на которой воспроизводится решение. Но все же 
всегда при оценке к а ч е с т в  &рук?уриОй схемы предпочтение 
отдается той схеме, которая при йрочйХ равных условиях требу
ет наименьших затрат труда и времени на подготовку АВМ 
к воспроизведению решения. Обычно из двух структурных схем 
предпочтительней та, которая при прочих равных условиях со
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держит наименьшее количество операционных блоков. Однако 
различные типы операционных блоков АВМ неравноценны по 
точности выполнения операций и по затратам  труда, связанным 
с подготовкой и настройкой блоков к работе. Построение эконом
ных структурных схем АВМ, содержащих малое количество опе
рационных блоков, по-видимому, целесообразно тогда, когда 
есть достаточные основания опасаться, что операционных блоков 
может не хватить для реализации задачи. Если же свободных 
операционных блоков имеется достаточное количество, то, навер
ное, проводить режим жесткой экономии операционных блоков 
вряд ли целесообразно. В ажна здесь еще и плата за экономию 
операционных блоков. Чаще всего уменьшение количества обо
рудования сопровождается уменьшением информации о явлении, 
исследуемом на АВМ. Эта потеря информации может быть столь 
велика, что полученные с помощью АВМ результаты не будут 
соответствовать нуждам задуманного исследования.

Примером могут служить две структурные схемы, показанные 
на рис. 4.3, а) и б). Обе схемы воспроизводят решение одного и 
того же дифференциального уравнения с начальными условиями

У" +  a i*/' +  а2у  =  О, У' (0) =  у'0 , у  (0) =  у0.

Схема рис. 4.3, а) более экономична, она содержит на один сум
матор меньше. В ней функции сумматора и интегратора совме
щены в одном операционном блоке: в интегросумматоре. Однако 
эта структурная схема менее информативна, чем схема 
рис. 4.3, б), так как в ней не вырабатывается переменная //"(О*

Рис. 4.3.

Поэтому ее целесообразно использовать лишь, когда поведение 
переменной у ” (/) не представляет интереса при исследовании.

Содержание третьего и четвертого этапов будет раскрыто 
полно в последующих параграф ах и главах. В заключение же 
этого параграф а остановимся на вопросах организации контро
ля функционирования АВМ, которые тесно связаны с первыми 
двумя этапами программирования.

Потребность в контроле работы АВМ вызвана возможностью ухудшения 
ее функционирования. В процессе работы АВМ выходят из строя электрон
ные лампы и полупроводниковые приборы, изменяются параметры операцион
ных блоков из-за старения радиодеталей, меняется влажность и температура 
окружающей среды, нарушаются электрические соединения между входами
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и выходами операционных блоков из-за обрывов коммутационных шнуров и 
Потери контактов в наборном поле АВМ. Все это может привести либо к пол
ной утрате результата, получаемого на АВМ, либо к ухудшению точности ре- 
вультата. Организация контроля функционирования АВМ позволяет человеку- 
оператору, работающему на АВМ, своевременно выявить нарушения в работе 
и принять необходимые меры. Особенно важен контроль специализированных 
АВМ, работающих в системах автоматического управления. Здесь требова
ния к надежности и качеству контроля функционирования машин повышены.

Неправильное функционирование АВМ в системе автоматического управ
ления может привести даже к гибели объекта управления. Поэтому сам по 
себе факт выявления ошибок в работе АВМ не спасает положение. Здесь ра
бота системы управления должна быть организована так, чтобы отдельные 
ошибки функционирования АВМ не сказывались на качестве управления и 
тем более на жизнеспособности управляемого объекта. Обычно эта . нечувст
вительность к отдельным погрешностям функционирования АВМ достигается 
ценой большой избыточности числа используемых операционных блоков.

Способ контроля функционирования АВМ основан на автоматической про
верке некоторых контрольных соотношений. Часто уже на стадии анализа 
исходной задачи удается отыскать математические выражения, которым 
должны удовлетворять переменные решаемой задачи. Эти контрольные соот
ношения приводятся к виду

®(У\> Уг, . . .  » У,  Уп) = 0, ( 4 .1 )

где Уи Уъ |  • » t У I » • * • > Уп — переменные решаемой задачи. Соотношения
ми типа (4.1) Можно пользоваться для контроля лишь тогда, когда они не ис
пользованы для разработки схем АВМ, воспроизводящих решение данной зад а 
чи. Наряду со схемой АВМ, воспроизводящей решение исходной задачи, соз
дается контрольная схема, реализующая контрольные соотношения (4.1),

При воспроизведении решения дифференциального уравнения очень часто 
роль контрольного соотношения может играть само дифференциальное урав
нение, в которое аппаратурно производится «подстановка» решения. Так, для 
дифференциального уравнения

у " + а \ у ' + а 2у =  0,

с начальными условиями г/'(0) ■= ^/0 * 1/(0) =  г/0 структурная схема со схемой 
контроля, осуществляющей «аппаратурную» подстановку переменных y ( t ) ,

y ' ( t ), y"( t )  в исходное уравнение, по
казана на рис. 4.4. Для этого исполь
зуется дополнительный сумматор на 
три входа, изображенный в нижней 
части структурной схемы рис. 4.4. На 
выходе сумматора вырабатывается 
переменная г —  — \0( у  +а\ у '  + а2у).  
Если бы АВМ осуществляла операции 
идеально точно, то переменная г  бы
ла бы тождественно равна нулю. 
В реальных условиях переменная г 
отлична от нуля, ее величина харак

теризует степень несоответствия решения, выработанного АВМ, заданному 
уравнению. Для удобства измерения переменной z  все коэффициенты переда
чи контрольного сумматора взяты равными десяти.

Для исходных переменных порой бывает затруднительно найти подходя
щее контрольное соотношение. Однако положение существенно упрощается, 
если ввести некоторые дополнительные (избыточные) переменные. Эти пере
менные вводятся исключительно для удобства организации контроля и, как
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правило, никакого другого отношения к решаемой задаче не имеют. Исполь
зование избыточности позволяет произвольным образом задаться рядом конт
рольных соотношений, зависящих от исходных и дополнительных переменных. 
Конечно, при этом число произвольно взятых контрольных соотношении долж
но быть равно числу введенных избыточных переменных. Широкая свобода в 
выборе контрольных соотношений обеспечивает построение достаточно эффек
тивных схем контроля функционирования АВМ.

Проиллюстрируем методику использования избыточной переменной для 
целей контроля АВМ на примере системы дифференциальных уравнений, час
то встречающейся при аппроксимации дифференциального уравнения в част
ных производных системой обыкновенных дифференциальных уравнений 
(§ 4 гл. 7):

у'\ ( О  -  Уо V) —  2< /, ( / )  f  Уг ( / ) ,  у t ( 0 )  =  у 10,

У) (0  =  Уj - i  (О -  2У/ (0  +  Ут  ( 0 ,  Vi (0) =  Уj0, (4.2)

У,, V)  =  Уп—1 (/) — 2уп (t) +  yn+l U), Уп  (0) =  !/„0.

Здесь у j{ 0 ,  / =  1, 2, 3 , . . . ,  п — решение системы (4.2 ) ; у 0 (/)и уп_^ (t) — неко
торые известные функции независимого переменного /.

В нашей задаче удобно взять контрольное соотношение в виде 
п

* ( 0 + ]  Уj (0  = 0 ,  где z( t)  — избыточная переменная. Это соотношение просто
/=1

реализуется на АВМ, когда имеется некоторая схема, воспроизводящая избы
точную переменную z( t ) .  Легко отыскивается дифференциальное уравнение, 
для которого 2 (0  является решением. Для этого достаточно продифференци-

п
ровать контрольное соотношение г ' ( 0 = — 2  У -М  и выРазить каждую про-

/=1 1
изводную f/y(0 через значение функции в соответствии с исходной системой 
уравнений (4.2):

п
* ' (0  =  —  [г/о(0  —  У\ (0  +  г/,,+1 W  —  уп (01 • * ( 0 )  =  - 2  у ,  (0 ). (4.3)

/=1
Решение z( t)  уравнения (4.3) воспроизводится на АВМ одновременно с ре
шением исходной системы. При правильном функционировании АВМ конт
рольное соотношение, вообще говоря, должно выполняться.

Контрольным соотношением можно было задаться другим, например,
1 пг(/) -} -— ̂  у • ( 0 = 0  или еи*е каким-либо. Но всегда, задаваясь контрольным 
п /=1 1

соотношением, его надо использовать совместно с исходной системой для 
отыскания определяющего дифференциального уравнения избыточной пере
менной.

Полнота контроля функционирования АВМ существенно зависит от выб
ранных контрольных соотношений. Отметим, что возможны ситуации, при ко
торых контрольное соотношение выполняется, а АВМ воспроизводит решение 
неправильно; возможны и обратные ситуации.

Организацию контроля работы АВМ можно выполнить на достаточно вы
соком уровне автоматизации так, что при нарушении хотя бы одного из уело-
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вий (4.1) АВМ сама автоматически будет прерывать процесс воспроизведения 
решения задачи с одновременным оповещением человека-операгора о непо
ладках. Однако надо иметь в виду, что, как правило, чем совершеннее и бо
гаче по своим возможностям схема контроля, тем больше она потребляет для 
своей реализации операционных блоков. Важно здесь и то, что функциониро
вание этих контрольных блоков по мере роста их числа, вообще говоря, все 
более и более само нуждается в контроле.

§ 2. Масштабирование зависимых переменных

Математические переменные в АВМ с помощью масштабов 
представляются в виде физических величин — машинных пере
менных. Зависимым математическим переменным в АВМ соот
ветствуют машинные переменные — электрические напряжения. 
Независимой математической переменной в АВМ соответствует 
время.

М асштабирование зависимых математических переменных—■ 
один из наиболее ответственных и сложных этапов программиро- 
вания 'из-за  противоречйвостн требований, предъявляемых к вы
бору масштабов. Главнейших требований три.

Первое — ни одна машинная переменная не должна выходить 
из рабочего диапазона линейности усилителей, ограниченного 
интервалом ± 1 0 0  В (для ламповых машин). Вне этого диапазо
на выполнение операций блоками АВМ сопровождается больши
ми погрешностями.

Второе — машинные переменные должны быть «наблюдае
мы». Это значит, что они не должны быть малы или изменяться 
слишком быстро, иначе их нельзя будет^с достаточной точностью 
зафиксировать измерительной или записывающей аппаратурой. 
Значение машинной переменной считается малым, если оно со
измеримо с погрешностями операционных блоков АВМ.

Третье — машинная переменная не должна оставаться малой 
в течение значительного промежутка времени, ибо это может 
привести к отсутствию пбвгбряемости результатов при повторном 
решении той же задачи из-за случайного характера погрешно
стей блоков АВМ.

Зависимые математические переменные х у у , z  в АВМ пред
ставляются электрическими напряжениями их=*тхх , ии= т уу % 
ut =  m zz  с помощью масштабов т ху т У1 т г. Масштабы имеют’

размерность: -------------— —_------------31. Масштабы приме*F v  [единица изменения переменной] г
няют в виде постоянных величин и в виде функций независи
мого переменного t — вр%щни. Выбор  ̂типа масщтаба зависит 
от характера изменения ^тем ати ч еско й  переменной. На рис. 4.5 
показан график переменной Х\ (t).  Д ля  нее масштаб следует 
взить зависящим от времени так, чтобы на интервале от 0 до' t { 
он был велик, а па интервале [ t it t*] мал. Этим будет удов*
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летворено третье требование. Если переменная, например, x 2{t) 
на интервале [0, /*] изменяется достаточно «равномерно», то 
можно обойтись постоянным масштабом.

1. Расчет постоянных масштабов. Первые два требования 
(наблюдаемость напряжений и изменение их в границах 
гЬ 100 В) почти всегда выполняются 
автоматически, когда масштабы вы
бираются по формулам

Д ля примера проведем расчет 
масштабов переменных, для кото
рых известны границы их измене-

тх =

ту =

100
* т а х

100

[единица измерения 

Г волы  1
(4.4)

Утах  [ ед ин»ца измерения]

ния: расстояние 5 изменяется в границах 0 ^ 5 ^ 4 3 0 0  м; угловое
ускорение 0 изменяется в границах —2 0 ^ 0 ^ 1 0  рад/с2; темпе
ратура Т  изменяется в границах 190°^: 7 ^ 3 9 0 ° .

Расчет масштабов удобно выполнять в масштабных табли
цах , типа табл. 1.

Т а б л и ц а  1

(1) (2) (3) (4) (5)
Переменная М аксимальное абсо

лютное значение пе
ременной

О кругленное 
эначенне Величина масштаба Обозначение

масштаба

S 4300 М 5000 i ^ L = 0 , 0 2  В/м
5000

пи

0 20 рад/с2 20
1 0 0 __с-В'С2
20 рад " ‘02

т 390 град 400 1 0 0 - О  95 В 
400 град

пи

Содержание столбца (3) этой таблицы нуждается в поясне
нии. Величины в столбце (3) получены из соответствующих вели
чин столбца (2) путем округления (когда это необходимо) до бли
жайшего большего числа вида 1X  Ю±п; 2 Х Ю ±П; 4 Х Ю ±П; 
5 Х 10±п» где п — целое.

Использование таких чисел облегчает проведение расчетов, 
связанных с переходом от машинных переменных к математи
ческим и обратно.
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Иногда при программировании АВМ удается содержимое 
столбца (2) представить не числами, а некоторыми выражения
ми, зависящими от параметров решаемой задачи. Такое масш та
бирование «в общем виде» дает возможность получать коммута
ционные схемы, позволяющие воспроизвести на АВМ решение 
целого класса сходных задач, отличающихся лишь числовыми 
значениями исходных данных.

2. Согласование масштабов. Выбор масштабов для всех з а 
висимых математических переменных в соответствии с вы раж е
нием (4.4) по их максимальным значениям требует последующе
го согласования масштабов. Основная причина этого в том, что 
масштабы представления переменных при выполнении операций 
над машинными переменными должны удовлетворять опреде
ленным соотношениям, зависящим от вида операции и способа 
ее реализации на АВМ. Д ля  согласования масштабов использу
ются потенциометры и масштабные усилители.

Проиллюстрируем методику согласования масштабов на при
мере ряда операций. Основу методики составляет известный в 
алгебре способ неопределенных коэффициентов. Применительно 
к рассматриваемым вопросам способ сводится к приравниванию 
коэффициентов исходного математического выражения коэффи
циентам математического выражения, отражающего работу опе
рационных блоков АВМ. В этом последнем математическом вы
ражении фигурируют машинные переменные, выраженные через 
известные масштабы и через подлежащие определению коэффи
циенты передачи потенциометров и масштабных усилителен. 
В результате приравнивания удается получить систему уравне
нии относительно искомых коэффициентов передачи.

1) С л о ж е н и е .  Необходимо воспроизвести на АВМ линей
ную комбинацию двух переменных * и у\

—z = M + M ,  (4-5)

где р* и — заданные положительные числа.
Структурная схема, воспроизводящая переменную г, пред

ставлена на рис. 4.6, а ) ,  где потенциометры на входе сумматора 
осуществляют умножение переменных х  и у  на коэффициенты 
Р* и ру.

Пусть масштабы представления переменных х у у, z  уже вы
браны по максимальным значениям х тлХу у т̂ у zmax и соответ
ственно равны m Xi my, m z. На рис. 4.6, а) справа показана ком
мутационная схема, соответствующая структурной схеме. Как 
всякая коммутационная схема, эта схема составлена для машин
ных переменных, поэтому коэффициенты передачи а* и а у еще 
не определены. Их необходимо подобрать так, чтобы машинная 
переменная, соответствующая переменной z, была представлена 
именно в масштабе m z. Д л я  определения а я и а у запишем по схе
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ме аналитическое выражение, связывающее машинные перемен
ные m zz , т хх у m vy :

—m zz = a xtnxx- \-avtnvy . (4.6)(’

После деления (4.6) па т г получаем:
а хтх я,,”1,,

• г =  а: Н----- у .
/72,  т ,  у

(4.7)

Сравнивая теперь коэффициенты при одинаковых переменных 
в выражениях (4.5) и (4.7), находим ^

Р* = /72, Pi; m ,

отсюда иском-ые
тпу т7

а * : Р* ‘яГТ' =  Pv (4.8)

Коэффициенты (J, и р„, входящие в исходное математическое вы
ражение и отмеченные на структурных схемах, называют струк
турными коэффициентами. Коэффициенты передачи а х и а„, от
меченные на коммутационной схеме, называют масштабными

Л

а-

Утд '
а)

■

*!Ь
-гт,-

6,1

/77,,/7U  _

гтг

'(fry *-------------------*
в) U J 4

Рис. 4.6.

коэффициентами. Этим в названии подчеркивается важ ная функ
ция по согласованию масштабов, которую выполняют потенцио* 
метры коммутационных схем. Итак, согласование масштабов 
при реализации выражения (4.5) приводит к выводу: масш таб
ный коэффициент равен произведению структурного коэффици
ента на отношение масштабов выходной и входной переменных.
б А С У п м я гч
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2) И н т е г р и р о в а н и е .  Пусть необходимо на АВМ реали
зовать выражение

где р* и — некоторые заданные положительные числа, а х и  
у — некоторые функции независимого переменного /.

Предполагается, что масштабы т*, т„ ,  т х переменных х, у , z  
уже определены по максимальным значениям хта1, у таХ1 гтях. 
На структурной схеме рис. 4.6, б) представлен интегратор, реа
лизующий исходное аналитическое выражение (4.9). На рис. 4.6,6) 
справа представлен коммутационный вариант интегратора с дву
мя неизвестными коэффициентами передачи потенциометров 
а х и а„, которые подбираются из условия согласованности масш
табов. Д ля электрических напряжений справедливо следующее 
уравнение:

Сравнивая коэффициенты исходного равенства и последнего, 
имеем такие же выражения, как и при сложении:

3) У м н о ж е н и е .  На АВМ необходимо выполнить операцию 
умножения z =  —чх/у, где ^ — некоторое положительное число. 
Масштабы переменных х, у , z  фиксированы и равны m Xi m Vi т г. 
Операция выполняется по коммутационной схеме рис. 4.6, в). 
Коэффициенты передачи потенциометра а  и масштабного усили
теля £ подлежат определению из условия согласованности мас
штабов.

Запишем уравнение, связывающее электрические напряжения 
m* ^ ?/ *У Знаменатель 100 соответствует схемному

масштабу блока перемножения. Поделив последнее уравнение 
на т г и сравнив коэффициенты с исходным выражением, получаем

100/77
ctB= ----- — ' V

v  т х • т у 1
4) Д е л е н и е .  На АВМ необходимо выполнить операцию де

ления 2 = 4 - ,  где ч — некоторое данное положительное число.
у

г *  — J  (М  + М ) dtо
(4.9)

zm2 =  — J (ахт хх +  a um vy) d t
о

Поделив его на т 2, получим:
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Масштабы переменных х , у , г фиксированы и равны т х, т ж.
Когда операция деления производится по методу неявных функ
ций, исходное выражение приводится к уравнению

у

у  гу — х  =  О,

которое разрешается относительно г. Соответствующая комму
тационная схема АВМ показана на рис. 4.6, г). Д ва  потенцио
метра с коэффициентами передачи a z и а х необходимы для со
гласования масштабов. Алгебраическая сумма входных перемен
ных на входе ОУ равна нулю, поэтому имеем равенство:
a z zy  — а хт хх = 0 .  Поделив это равенство на а хт х и срав

нив его коэффициенты с уравнением ]—z y —л := 0 ,  получим дляI
подбора коэффициентов a t и а* соотношение

а2 100 • тх Y'

3. Трудности масштабирования. Масштабирование зависимых 
переменных наталкивается на трудности, вызванные оценкой 
максимальных значений математических переменных еще до 
воспроизведения решения на АВМ. Напомним, что масштаб пе-

100
ременной x ( t )  исчисляется по формуле т х=  "рс'тахТ * кУда ВХ°ДИТ
jcmjx. Максимальное значение переменной x( t )  на некотором ин
тервале [0, t*] может достигаться либо на границе интервала, 
либо внутри его. Некоторые случаи приведены на рис. 4.7. Д ля  
монотонных функций рис. 4.7, а) и б) максимальные значения 
достигаются на границах интервала. На рис. 4.7, в) изображена 
функция, максимальное значение которой совпадает со значе
нием локального экстремума. Бодее общий случай поведения 
x ( t )  показан на рис. 4.7, г), Из йего следует, что максимально® 
значение х тах переменной x(t)> используемое для расчета мас
штаба, определяется выражением

* m a x = » m a x { |* ( 0 )  | ,  | * ( / „ ) | ,  | * ( < * ) | } ,

где t u U , , . tk — точки локальных экстремумов.
Ясно, что определить максимальную величину переменной 

заранее, не решая задачу, удается далеко не всегда. Все ж е 
иногда диапазон изменения переменных можно выявить уже на 
этапе анализа исходной задачи. Чащ е же всего при решении фи
зических задач путем исследования их физического содержания 
подыскивают такую задачу, сходную по смыслу и допускающую 
простое аналитическое решение, чтобы можно было оценить

в*
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максимальные значения переменных исходной задачи. Эту вспо
могательную задачу называют масштабной задачей.

Когда трудно сделать какие-либо достаточно обоснованные 
предположения относительно границ изменения переменных в 
выборе масштаба, прибегают к методу проб с последующим уст
ранением ошибок по мере их выявления при контрольных вос
произведениях решения на АВМ.

М )

О

Рис. 4.7.

Если при контрольном решении некоторые машинные пере
менные выходят из диапазона ± 1 0 0  В, то масштабы соответст
вующих математических переменных следует уменьшить. И об
ратно, когда машинная переменная меняется в очень малом д и а
пазоне, то для повышения точности результатов целесообразно 
увеличить масштаб. Так, чередуя решение задачи на АВМ с из
менением масштабов, в конечном счете удается подобрать мас
штабы, обеспечивающие приемлемую точность воспроизведения 
решения.

4. Переменное масштабирование. Переменное масштабирова
ние  эквивалентно преобразованию исходных математических пе
ременных в другие математические переменные, для которых 
удобно применять постоянные масштабы. Покажем это. Пусть 
x ( t )  представлена в АВМ электрическим напряжением

М О  =  mx (t) -x( t ) (4.10);
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с помощью переменного масштаба rnx(t) .  М асштаб m x(t) запи
шем в виде произведения m x( t ) = M x\ i( t ) ,  где М х — константа 
размерности масштаба, а р ( / ) — безразмерная функция. П од
ставив М х и р ( / )  в (4.10), получаем выражение машинной пере
менной в обычном виде: ux(t) =  M x\i(t) • x( t )  = M xX ( t ) ,  где X(t)m=  
=  р ( / ) л ; ( / ) — новая математическая переменная, а М х — ее По
стоянный масштаб.

Выбор преобразующей функции ц ( 0  определяется характе
ром изменения функции x ( t ) .  Часто характер изменения выявля
ется лишь в результате пробного воспроизведения x ( t )  на АВМ 
с некоторым пробным постоянным масштабом. Д л я  переменного 
масштабирования удобными оказались два типа функции р,(/).

Первый тип: р ( / )  — кусочно-постоянная функция на интерва
ле [0, /*]. Интервал [0, /*] разбивается на части. Н а каждой ча
сти интервала масштаб — постоянный, но другой, чем на сосед
них частях. При кусочно-постоянных масштабах решение задачи 
сводится к последовательному решению стольких самостоятель
ных задач, на сколько частей разбит интервал [0, /*]. В АВМ, 
имеющих схему программного управления, этот процесс последо
вательного решения ряда задач может быть автоматизирован. 
Напомним, что всякое изменение масштаба затрагивает лишь 
численные значения коэффициентов передачи операционных бло
ков. Поэтому работа схемы программного управления заранее 
в соответствии с разбиением интервала [0, /*] программируется 
так, что на соответствующих участках интервала с помощью кон
тактов реле устройства программного управления подключаются 
входы операционных блоков, которые обеспечивают требуемые 
коэффициенты передачи.

Второй тип: р ( / ) — непрерывная функция на интервале
[0, /*]. Чаще всего берется ц ( ^ )= е х р Я / ,  где Я — число, знак 
и величина которого зависят от решаемой задачи. Такое предпоч
тение дается экспоненте из-за простоты выражения ее производ
ных через саму функцию, что особенно важно при воспроизведе
нии решений дифференциальных уравнений.

Проиллюстрируем использование масштаба m x(t) = М Х ехр Я/ 
на примере воспроизведения на интервале / ^ [ 0 ,  2] задачи Коши

х ' = - 5 х , х(0) =  1. (4.11)

П окажем сначала, что из-за большой величины относительно
го изменения функции x( t )  на интервале [0,2] ф ункцияx( t )  прак
тически невоспроизводима с помощью постоянного масштаба. 
Решение уравнения есть x( t )  = е х р (—5/). Относительное измене
ние x( t )  на интервале [0, 2] представляет огромное число
j ^ y  =  exp 10 =  22 026, которое во много раз превышает доброт



86 ОБЩИЕ ВОПРОСЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ АВМ [ГЛ. 4

ность любой АВМ. Практически в АВМ x( t )  на интервале [1, 2] 
будет представляться нулем (рис. 4.8).

Теперь введем переменный масштаб, заменив исходную функ
цию x( t )  повой: X( t )  = x ( t )  exp W, где X — некоторое положи
тельное число. Д л я  воспроизведения новой переменной X( t )  
отыскивается дифференциальное уравнение, решением которого

она является. Выразив x( t )  через 
X( t )  и exp Xt с учетом исходного 
уравнения, получаем новую з а д а 
чу Коши X' ( t )  =  (А,—5) X( t ) ,
Х(0) =  1 с решением X( t )  =  
=  ехр(А,—5)/. Выбирая н ад леж а
щим образом величину X, всегда 
можно добиться воспроизводимо
сти переменной X( t )  на заданном 
интервале [0, 2]. На рис. 4.8 по- 

Рис. 4.8. казан ход кривых X( t )  для р аз
личных X.

Получение числовых значений переменной x( t )  проводится 
по формуле

§ 3. Масштабирование независимой переменной

Независимой переменной в АВМ является физическая вели
ч и н а — время. При масштабировании зависимых переменных 
автоматически масштабируются и независимые переменные. При 
этом единице исходной независимой переменной соответствует 
одна секунда машинного времени так, что масштаб равен

 j Г_____________________ секунда_____________________ 1
ГП( L единица измерения переменной J

В терминологическом отношении важен случай, когда исход
ная независимая переменная решаемой задачи тоже — время. 
Масштаб при этом оказывается безразмерной величиной. Если 
т ,= * 1 ,  То Принято говорить, что АВМ воспроизводит решение 
в натуральном или реальном масштабе времени. Физически это 
соответствует одинаковым скоростям протекания реального фи
зического процесса и вычислительного процесса, моделирующего 
его на АВМ. Возможность воспроизведения на АВМ процессов 
в реальном времени  имеет важное значение для сопряжения 
АВМ с различными реальными системами с целью управления 
или исследования их свойств. Если время моделирования неко
торого процесса меньше, чем его продолжительность в реальной 
физической системе, то говорят, что АВМ работает в ускоренном
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времени.  При этом, конечно, будет m t >  1. В случае, когда иссле
дователя интересуют детали изучаемого процесса и он выбирает 
масштаб ш , <  1, говорят, что АВМ работает в замедленном вре
мени.

Термины реального, ускоренного и замедленного времени, ес
тественно, лишены смысла для задач, в которых роль независи
мой переменной играют какие-либо другие физические величины. 
Можно говорить лишь о большей или меньшей продолжитель
ности воспроизведения решения задачи на АВМ.

Изменение продолжительности решения задачи на АВМ — 
центральный вопрос масштабирования независимой переменной. 
Существенно, что процедура изменения продолжительности ре
шения на АВМ связана лишь с изменением коэффициентов пере
дачи интеграторов. При этом не требуется изменять масштабы 
зависимых переменных.

Выявим смысл связи величины коэффициента передачи инте
гратора с продолжительностью воспроизведения решения какой- 
либо задачи на АВМ. На рис. 4.9, а) показан интегратор, выход
ная переменная которого обозначена через x( t ) .  Естественно, что 
входная переменная интегратора есть —x( t ) .  Но ведь x( t )  есть 
не что иное, как скорость изменения переменной x( t ) .  Скорость

изменения переменной x( t )  легко можно изменять, меняя величи
ну коэффициента передачи интегратора. На рис. 4.9, б)  изо
бражен интегратор, у которого скорость изменения переменной 
x( t )  в 10а раз больше, чем у интегратора, представленного на 
рис. 4.9, а).  Чем больше скорость изменения всех машинных пе
ременных, тем меньше продолжительность воспроизведения ре
шения. И обратно, чем больше продолжительность воспроизве
дения решения, тем меньше скорость изменения машинных пере
менных. И все эти изменения в продолжительности воспроизве
дения решения связаны только со значениями коэффициентов 
передачи интеграторов.

Теперь можно сформулировать важное практическое правило. 
Д ля  изменения продолжительности решения задачи в т  раз 
(или, что то же самое, изменения масштаба независимой пере
менной в 1/ш раз) требуется изменить коэффициенты передачи 
всех интеграторов и только интеграторов в 1/ш раз.

Конечно, в этом правиле речь идет только о тех интеграто
рах, которые использованы в схеме АВМ, воспроизводящей ре
шение заданной задачи.

Рис. 4.9.



§ 4. Вопросы
1. Каким основным требованиям должен удовлетворять язык программи

рования?
2. В чем особенности языка блок-схем?
3. Каково назначение основных этапов программирования АВМ?
4. Что собой представляют структурные и коммутационные схемы АВМ? 

Что в них общего и в чем различие?
5. 6 чем смысл требований, предъявляемых к масштабированию зависи

мых математических переменных?
6. Почему возникает необходимость согласовывать масштабы зависимых 

переменных?
7. В чем состоит постоянное и переменное масштабирование зависимых 

переменных?
8. Как осуществляется оценка максимальных значений математических 

переменных при масштабировании?
9. Как осуществляется переменное масштабирование зависимых пере

менных?
10. В чем особенности масштабирования независимой переменной?
11. Как можно менять продолжительность воспроизведения решения зада

чи на АВМ?
12. Д ля  схем, представленных на рис. 2.33 с позиции 5) по 10) и рис. 2.34. 

увеличить время воспроизведения решения в два раза; уменьшить в два раза.
13. Чем вызвана необходимость в построении схем контроля фупкциони- 

рдвания АВМ?
14. Что собой представляют контрольные соотношения?
15. В чем сущность организации контроля по избыточным переменным?

3 8  ОБЩИЕ ВОПРОСЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ АВМ (ГЛ 4



Г Л А В А  3

ВОСПРОИЗВЕДЕНИЕ НА АВМ РЕШЕНИИ  
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫ Х УРАВНЕНИИ

§ 1. Вычислительные возможности

Вычислительные возможности структурных АВМ наиболее 
приспособлены для воспроизведения решений обыкновенных диф 
ференциальных уравнений. Это свойство структурных АВМ осо
бенно ценно в связи с тем, что решения большинства дифферен
циальных уравнений, представляющих интерес для практики, не 
удается получить в аналитическом виде. Современная «матема
тическая» классификация и разделение дифференциальных урав
нений по типам отраж ает отсутствие единого метода отыскания 
аналитического решения уравнений. Дифференциальные уравне
ния объединяют в какой-либо класс после того, как удалось 
отыскать единообразный прием аналитического получения их 
решений. Иное положение складывается при программировании 
АВМ. Здесь существует единый прием, единый метод програм
мирования АВМ для воспроизведения решений дифференциаль
ных уравнений. П равда, в чистом виде этот общий метод приме
ним лишь к дифференциальным уравнениям, разрешенным отно
сительно старшей производной. Если же исходное уравнение не 
разрешено относительно старшей производной, то уравнение 
с помощью специальных приемов приводят в форму, удобную 
для применения общего метода, или путем некоторого преобра
зования, или путем перехода к новому дифференциальному урав
нению более высокого порядка, но уже разрешенного относи
тельно старшей производной.

АВМ не способны воспроизводить решения дифференциаль
ных уравнений в частных производных, так как в АВМ только 
одна физическая величина — время — может выступать в роли 
независимой машинной переменной. Однако существуют дифф е
ренциальные уравнения в частных производных, которые могут 
быть сведены к решению некоторых эквивалентных систем обык
новенных дифференциальных уравнений. В тех же случаях, когда 
такое эквивалентное преобразование выполнить не удается, 
уравнение в частных производных аппроксимируют подходящей 
системой обыкновенных дифференциальных уравнений.

По самой логике работы аналоговая машина воспроизводит 
лишь частные решения обыкновенных дифференциальных урав-
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нений в форме меняющегося во времени электрического напря
жения. Поэтому любое исследование решения дифференциально
го уравнения в функции какого-либо параметра уравнения тре
бует многократного воспроизведения решения на АВМ для раз
личных числовых значений этого параметра.

Задача  нахождения для дифференциального уравнения

y {n) =  F [yin- l\  {/(л- 2), . . у', у, (]

решения, удовлетворяющего условиям

У (to) =  У о,  i f  ( t o )  =  0о , . . . ,  У(" 0  (t0) =  Уоп~ 1), ( 5 . 1)

где 0о. 0о . . . . .  0о"-1) — заданные числа, называется задачей  
Коши.

Н аряду с задачей Коши для уравнений высших порядков, на
чиная со второго, большой интерес представляют так называе
мые краевые  или граничные задачи , в которых условия, н алага
емые на искомое решение, задаются не в одной точке, а на кон
цах некоторого интервала, и решение отыскивается внутри этого 
интервала. Эти условия называются краевыми или граничными 
условиями. Дифференциальными уравнениями с краевыми усло
виями описываются процессы, протекающие в ограниченном про
странстве, или ограниченные по продолжительности. АВМ спо
собны воспроизводить лишь решения задач с начальными усло
виями.

При необходимости воспроизведения решений краевых задач 
они предварительно сводятся с помощью специальных методов 
к эквивалентной задаче с начальными условиями. Этот процесс 
получения эквивалентной задачи с начальными условиями назы 
вают редукцией  краевой задачи к задаче с начальными условия
ми (или к задаче Коши).

Областью изменения независимой переменной t может быть 
интервал [0, t*] или полупрямая [0, оо], что определяется ха
рактером исследуемого явления. В первом случае в АВМ необхо
дима организация режима программного останова. Его существо 
состоит в том, что в момент времени, когда независимая перемен
ная достигает значения /*, машина сама автоматически останав
ливается. Во втором случае, вообще говоря, воспроизвести реше
ния нельзя. Однако часто весь смысл изучения некоторого явле
ния во времени состоит в том, чтобы выявить поведение решения 
просто при больших значениях переменной t. На АВМ это дости
гается тем, что время воспроизведения решения выбирается мак
симально допустимым, Гхпах, и используют ускоренный масштаб 
представления независимой переменной. Кроме того, путем над
лежащего преобразования независимой переменной / всегда 
можно превратить изменения на полупрямой [ 0 ,  о о ]  в изменения
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на конечном интервале [0, 1]. Такое преобразование, например, 

обеспечивают функции т = 1 — ех р (— /),  т = у г р 7 »  где т — новая
независимая переменная. Как легко заметить, обе они отобра
жают полупрямую [0, оо] в интервал [0, 1]. Но первая функция 
т =  1—ех р (— /) оказывается удобнее при практической реализа
ции на АВМ.

Иногда в области изменения переменных исследуемая систе
ма или явление описывается не одним дифференциальным урав
нением, а несколькими, каждое из которых отраж ает поведение 
системы лишь в некоторой части области. В этих случаях гово
рят, что исследуемая система имеет переменную структуру. Вос
произведение решений таких задач на АВМ требует выполнения 
логических операций, связанных с организацией режима про
граммного переключения, смысл которого в том, что машина по 
достижении границы области определения одного дифференци
ального уравнения должна автоматически переключаться на вос
произведение решения другого дифференциального уравнения.

Точность воспроизведения на АВМ решений дифференциаль
ных уравнений ограничена добротностью машины. Чем выше 
добротность АВМ, тем с большей точностью можно воспроизве
сти решение. Однако существуют дифференциальные уравнения, 
решения которых чувствительны к погрешностям АВМ, как бы 
малы эти погрешности не были. Такие уравнения называют урав
нениями с неустойчивыми "решениями. При воспроизведении их 
решений на АВМ характерен рост погрешности решения в зави
симости от продолжительности воспроизведения решения м а
шиной.

§ 2. Устойчивость решений дифференциальных уравнений

Пусть на АВМ исследуется некоторый процесс и пусть при 
воспроизведении решения дифференциального уравнения, опи
сывающего этот процесс, решение получается неустойчивым. Это 
означает, что малым изменениям начальных данных соответству
ют значительные изменения решения. Это весьма тревожный 
факт, требующий постановки дополнительных исследований 
по выявлению причин неустойчивости. Остановимся на трех 
главных.

Первая лричица следует из несоответствия математической 
модели процесса самому процессу J 9 t o  бывает вызвано тем, что 
при математическом описании какого-либо реального процесса 
неизбежно приходится упрощать и идеализировать его. В озмож
на ситуация, когда система упрощающих предположений выбра
на неудачно, и неучтенные факторы существенны для течения 
процесса.



92 ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ [ГЛ. 5

Вторая причина порождена выбранной схемой АВМ, исполь
зуемой для реализации пусть даж е  точной модели процесса. О к а
зывается, и это далее будет показано на конкретном примере, 
что даж е  реализация на АВМ дифференциальных уравнений 
с устойчивыми решениями при определенных структурных схе
мах АВМ может привести к воспроизведению неустойчивого ре
шения. Это бывает тогда, когда малые погрешности операцион
ных блоков АВМ, накопившись, настолько искажают исходное 
дифференциальное уравнение, что реализуемое в действительно
сти дифференциальное уравнение оказывается с неустойчивыми 
решениями.

Третья причина связана с выбранным методом реализации 
решения задачи на АВМ. Благоприятные условия для появления 
неустойчивых решений возникают в задачах, у которых исходная 
математическая постановка не позволяет использовать АВМ сра
зу. Д ля  этих задач от их первоначальной постановки при про
граммировании переходят к некоторой эквивалентной системе 
дифференциальных уравнений, которые и реализуют на АВМ 
взамен исходных задач. В процессе такой математической пере- 
постановки сам выбранный метод получения эквивалентных 
дифференциальных уравнений порой таит в себе неприятные 
сюрпризы, приводящие к получению дифференциальных уравне
ний с неустойчивыми решениями.

Введем более строгое математическое понятие «устойчивость 
решения дифференциального уравнения». Решение y( t )  ( 0 <  
< Z t < оо) при t — оо некоторого дифференциального уравнения 
или системы дифференциальных уравнений называют устойчи

вым, если для любого е > 0  сущест
в у  вует 6 =  6(е) > 0  такое, что для всех

ДРУГИХ решений y = y ( t )  исходного 
Wti  уравнения, удовлетворяющих условию 
рШ | jy(0) — у(0)  | < 6 ,  справедливо нера

венство

\ у ( 0 —y( t )  I < £  Для 0 ^ / < о о .

Иначе говоря, решения y( t ) ,  близкие к 
Рис. 5.1« y( t )  в начальный момент времени,

оказываются близкими и в последую
щие моменты времени, располагаясь в сколь угодно узкой 

«-трубке вокруг решения y( t )  (рис. 5.1). Принято называть ус
тойчивое решение y( t )  асимптотически устойчивым, если суще
ствует Д > 0  такое, что все решения, удовлетворяющие условию 
\S(Q)—у ( 0) | < А, обладают свойством

l im \ y{t )  — y( t )  | = 0 .
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Таким образом, при асимптотической устойчивости часть устой
чивых решений y( t )  с течением времени стремится к решению 
y( t ) ,  сливаясь с ним при /-*: оо.

Отметим, что любые функции y\ {t )  и г/2(0* Для которых

l im |  у х (0 — У2 (01 = 0 ,оо

называют асимптотически эквивалентными.
Наиболее просто исследуются на устойчивость решения ли

нейных дифференциальных уравнений. Приведем некоторые ре
зультаты, соответствующие решениям линейных дифференциаль
ных уравнений.

1. Д ля  устойчивости (асимптотической устойчивости) реш е
ния линейного неоднородного дифференциального уравнения

y w + a i  ( t ) y {n- u + a 2( t ) y {n- 2)+  . . .  (/) y = y ( t )  (5.2)

необходима и достаточна устойчивость (асимптотическая устой- 
ч ивость) соответствующего однородного дифференциального 
уравнения:

y M + a l ( t ) y " - " + a 2(t)y"'-*> +  . . .  + a n( t ) y = 0. (Б.З)

2. Общее решение линейного дифференциального уравнения 
(5.2) асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда три
виальное решение y ( t ) =  0 соответствующего однородного урав
нения (5.3) асимптотически устойчиво при оо.

3. Д ля  устойчивости решения линейного однородного диффе
ренциального уравнения с постоянными коэффициентами

г/<">+ait/(n- 1,+ a 2«/(n"2>+  . . .  + а пу = 0 (5.4)

необходимо и достаточно, чтобы все корни
Z i= o i j + i h  ( / = 1 ,  2 , . . . ,  п)  (5.5)

соответствующего характеристического уравнения

z"-f-aiz"-1-f-a2z"_1+  • • • + a n - i z + a n= 0  (5.6)

обладали бы неположительными вещественными частями, 
т. е. а,г£:0 для всех / =  1, 2 , . . . ,  п.

4. Д ля  асимптотической устойчивости решения линейного од
нородного дифференциального уравнения (5.4) с постоянными 
коэффициентами необходимо и достаточно, чтобы вещественные 
части всех корней (5.5) характеристического уравнения (5.6) 
были отрицательны, т. е. a j < 0  для всех / = 1 ,  2 , . . . ,  п.

С помощью АВМ на ограниченном интервале изменения не
зависимого переменного можно реализовать дифференциальные 
уравнения как с устойчивыми решениями, так  и с неустойчивы
ми. Однако для уравнений с неустойчивыми решениями с ростом
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продолжительности интегрирования ошибка в воспроизведении 
решения может достичь значительной величины. Покажем это 
на примерах.

П р и м е р  1. Пусть требуется воспроизвести решение задачи Коши 
*/"(/) =  10//'(/) +  1 !*/(/), i/(0) =  1, i / ' ( 0 ) = - l

на интервале / е  [0, 2].
Общее решение этого дифференциального уравнения равно

y(t )  = С , е х р ( —/ ) + С 2ех р (+ 1 1 /) ,

где С] и С2— произвольные постоянные, которые при заданных начальных 
условиях равны Ci*=l и С2«=0. Точное частное решение есть y(t )  = е х р ( —/). 
Решение уравнения, воспроизведенное АВМ, в силу существования погреш
ностей будет приближенным:

!7(0 =  (l +  e i)exp(—/ ) + е 2ехр(+ 1  И),

где ei и е2 — малые по абсолютной величине постоянные, численные значения 
которых определяются добротностью АВМ. Абсолютная погрешность решения 
составит

Д*/(0 = 1 / ( 0 —540 = — ei exp (—/ ) —е2 ехр (+ 1 1 /) .

Относительная погрешность

м о  =  =  — 8i — ®2ехР ( + | 2/ )-

Пусть добротность АВМ такова, что Ei =  ± 1 0 -4 и е2 =  ± 1 0 ~ 4, тогда численные 
значения погрешностей для / =  2 будут

Ai/(2) «  10~4ехр(22) «4,5* 104 и Ьу(2) «  10"4ехр(24) ^ 2 , 7 - 105

при точном значении решения у(2)  = е х р (—2) =0,1353.
Таким образом, даже при использовании машины с высокой добротно

стью значение, полученное с помощью АВМ, не имеет ничего общего с точ
ным значением.

П р и м е р  2. Требуется воспроизвести на интервале / е  [0, 1] решение 
задачи Коши

у"  (/) =  - 0 , 9  у'  (/) +0,1 у  (/),  у  (0) =  1, у'  (0) =  - 1 .

Общее решение уравнения i / ( / ) = C 1 e x p ( —/ ) + С 2 ехрО,1/ с учетом заданных 
начальных условий.превратится в точное частное решение y( t )  = е х р ( —/). На
личие погрешностей АВМ приведет к воспроизведению приближенного ре
шения

Д*/(0 = ! / ( / ) —?(/)  = ~ е 1ехр(—/ ) —е2ехр(+ 0 ,1 /) ,

При зтом абсолютная и относительная погрешности решения составят 

Д < / ( 0 = ‘/ ( 0  — у {0  = —®1 ехР (—0  — е2 ехр ( + 0 ,Ю .

Д</( О
М О  =  ш  =  — ®i — е2 ехР ( +  ‘ «•О.

При Ei в е г я Ю " 4 для / =  1 численные значения погрешностей соответственно 
равны:

Ai/(1) =  — 10~4ех р (— I ) — 10~4ех р (+0,1) 1,5* 10_ \

f y / ( l ) =  — 104(1+3,004) 4 -1 0 -4,
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В этом примере погрешности оказались небольшими, и ими на интервале 
' f a  [0, 1] можно пренебречь. Однако, вне этого интервала при больших t по
грешности начнут быстро нарастать и с течением времени будут доминиро
вать над решением.

Все изложенное выше подтверждает мысль, что сам по себе 
факт неустойчивости решения дифференциального уравнения не 
является препятствием для его воспроизведения машиной на не
котором ограниченном интервале изменения независимой пере
менной. Важно лишь, чтобы погрешности в рассматриваемом ин
тервале оставались бы малыми по отношению к решению. А это 
зависит как от самого реализуемого на АВМ дифференциального 
уравнения, так и от требуемой продолжительности интегрирова
ния. При этом, конечно, точность воспроизведения неустойчивых 
решений дифференциальных уравнений будет значительно ниже 
точности воспроизведения устойчивых решений.

Как уже отмечалось, совокупные погрешности операционных блоков мо
гут привести к получению на АВМ неустойчивого решения, даже если исход
ное дифференциальное уравнение имело устойчивое решение.

Проиллюстрируем сказанное с помощью конкретной задачи. Эта задача 
может показаться несколько искусственной, однако она хорошо отражает су
щество дела. Пусть необходимо воспроизвести решение линейного дифферен
циального уравнения первого порядка

/ ( / ) — ( а + Р ) у ( 0  (5.7)
с начальным условием

У(0)=Уо-
В отношении устойчивости его решения //(/) =^/оехр[— (сс+Э)/] сомнений не 
возникает. На рис. 5.2, а) и б) показаны две структурные схемы АВМ, кото
рые формально должны одинаково успешно воспроизводить решение. Но вто
рая схема в отличие от первой имеет две обратные связи, одна из которых 
выполнена в виде некоторой груп
пы операционных блоков, осущест
вляющих тождественное преобразо
вание входной переменной — y( t ) .
На рисунке эта группа блоков 
обведена пунктиром. Формально 
тождественное преобразование
входной переменной —- у (t) может ^  \  .
осуществить, например, любая це- >1 J
почка из четного числа инвенто- ” .
ров, включенных последовательно. ^
Будем считать, что эта обратная Ряс. 5.2.
связь «длинная», т. е. состоит из
большого числа операционных блоков. Но каждый операционный блок (см. 
§ 2 гл. 2) обладает определенным запаздыванием и последействием. В «длин
ной» обратной связи запаздывание т выходной переменной по отношению к 
входной — y( t )  может быть значительным. Поэтому, если теперь учесть запаз
дывание, то ясно, что вторая схема реализует не исходное дифференциальное 
уравнение, а другое:

У'(*)+$У( 0  +осу(1-т)  = 0 .  (5.8)

Это уравнение называют линейным дифференциальным уравнением с запаз- 
бывающим аргументом. Такие уравнения описывают поведение многих про-
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дсссов и объектов, у которых имеется'запаздывание и последействие. Уравне
ниями подобного рода описывается также работа тех схем АВМ, которые со
держат «длинные» обратные связи.

Оказывается, что при определенных а, 0, т решение уравнения (5.8) не
устойчиво. Исследование устойчивости решения линейных дифференциальных 
уравнений с запаздывающим аргументом — значительно более сложная зада
ча, чем исследование устойчивости решений линейных дифференциальных 
уравнений.

Если в линейных дифференциальных уравнениях устойчивость решения 
оценивается по анаку вещественных частей корней характеристического урав
нения (6.7), то для уравнения (5.8) следует оценить знак вещественной части 
корней такого трансцендентного уравнения:

г + 0 + а е х р ( —т г ) = 0 .  (5.9)

Сложность здесь в том, что уравнение (5.9) может иметь бесконечное мно
жество корней. Однако существует некоторая область значении т и а, при ко
торых корни уравнения (5.9) не имеют положительных вещественных частей. 
Приведем без доказательства условия существования отрицательных вещее i-
венных частей корней уравнения (5.9). Это условие имеет вид:

я  — arctg Y у 2 — 1 
т < ' p i v - i  ( 5 1 0 >

где T - f .

На рис. 5.3 дана на плоскости в . координатах х н а  графическая интер
претация (5.10) для случая, когда 0 =  1. Видно, что кривая

л — arct g Y а 2 — 1 
Т =  ] / а 2 — 1

разбивает первый квадрант на две области. Для любой внутренней точки за
штрихованной области неравенство (5.10) справедливо. Поэтому решение, вос

производимое АВМ по схеме рис 5.2, б), ус
тойчиво. Точкам другой области соответствуют 
неустойчивые решения.

Условия устойчивости в виде (5.10) позво
ляют сделать важный вывод о необходимости 
ограничения максимальных значений коэффи
циентов передачи операционных блоков. При 
программировании АВМ это учитывается тем, 
что обычно коэффициенты передачи выбирают 
меньше 20. Использование относительно неболь
ших коэффициентов передачи операционных 
блоков позволяет пренебречь запаздыванием в 
силу его малости. Но иногда игнорировать 
запаздывание нельзя.

Неустойчивость тесно связана с еще одной неприятной фор
мой проявления запаздывания в АВМ. В некоторых схемах 
АВМ при наличии запаздывания и обратных связей есть риск по
лучить нежелательные «паразитные» колебания, амплитуда и пе
риод которых определяются величинами запаздывания в схеме 
АВМ и реализуемым в ней вычислительным процессом. Поведе
ние систем с обратной связью детально исследуется в теории ав-
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томатпческого управления и не может быть тут подробно осве
щено. Однако все же отметим, что «паразитные» колебания в 
схемах АВМ проявляются тем сильнее, чем больше величины 
запаздывания и чем больше коэффициенты передачи операцион
ных блоков.

§ 3. Общий метод программирования АВМ для уравнений, 
разрешенных относительно старшей производной

Слово «общий» в названии метода отраж ает широкую приме
нимость метода при программировании АВМ для реализации 
решений обширного класса линейных и нелинейных дифференци
альных уравнений и систем дифференциальных уравнений.

Процесс разработки структурной схемы сводится к последо
вательному выполнению шести этапов, которые рассмотрим для 
задачи Коши

y M - F [ y " - ' \   у', у, 4 = 0 ;

& * - Ч ( 0 )  =  Жп- 1\ . . . , ! / ( 0 ) = У о ,  у(0)  =  у„. (5.11)

Необходимо составить программу (структурную схему) для вос
произведения решения на АВМ. Опишем содержание этапов.

Этап I. Исходное уравнение разрешается относительно стар
шей производной, т. е. приводится к виду

y M = f [ y ( n-D) y i n - 2 ) ........ y ' t  y t (5.12)

Этап II. Вычерчивается часть структурной схемы, на которой 
изображается цепочка из последовательно включенных интегра
торов, число которых равно порядку дифференциального уравне
ния (рис. 5.4, а) ) .

Этап III. Входная переменная цепочки интеграторов обозна
чается через у {п), и по цепочке слева направо отмечаются выход
ные переменные каждого интегратора (рис. 5.4, б) ) .  Чередую
щаяся смена знаков выходных переменных вызвана инвертирую
щей способностью интеграторов.

Этап IV. Разрабатывается схема, реализующая правую часть 
уравнения (5.12), т. е.

F [ y {n~u , i / n~2) у у ,  / ] .

Конкретный вид этой схемы определяется заданным аналитиче
ским выражением функции F[»].  В рассматриваемом общем слу
чае схема не конкретизирована и изображена прямоугольником 
с соответствующей надписью (рис. 5.4, в) ) .

Этап V. Выход схемы, реализующей /*[•], подается на вход 
первого интегратора цепочки. Установление такой связи матема
тически соответствует тому факту, что правая часть уравнения 
(5.12) равна его левой части-(рис. 5.4, г ) ) .
7 А. С. Урмаев
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Этап VI. Задаются всем интеграторам соответствующие на
чальные условия, в результате чего получается окончательная 
структурная схема АВМ, воспроизводящая решение исходного 
дифференциального уравнения (рис. 5.4, <?)).

~ тЦ̂ —

6)

Проиллюстрируем методику о б щ е г о  метола на конкретных 
примерах.

П р и м е р  1. Разработать  структурную схему для воспроиз
ведения на АВМ решения линейного неоднородного дифферен
циального уравнения второго порядка с постоянными коэффи
циентами

У" ( 0  +  fli (О У' (0  +аоУ(П = /  (/) (5.13)

с начальными условиями у ' ( 0 ) = у о ,  у ( 0 ) = у 0.
Этап I. Уравнение (5.13) разрешается относительно старшей 

производной
y " ( t ) = — a ly ' ( t ) — auy ( l ) + j ( t ) .  15.14),
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Этап II. Вычерчивается цепочка из двух последовательно 
включенных интеграторов (рис. 5.5, а ) ) .

Этап III. Входная переменная цепочки интеграторов обозна
чается через у"  ( t ), и по цепочке слева направо отмечаются вы
ходные переменные каждого интегратора (рис. 5.5, б) ) .  Иначе 
говоря, устанавливается соответствие между переменными y( t )  
и y' ( t )  и интеграторами, которые их вырабатывают.

Этап IV. Разрабатывается схема, которая воспроизводит 
правую часть уравнения (5.14). Предполагается, что имеется 
блок, вырабатывающий заданную функцию независимого пере
менного / ( / ) .  Эта схема АВМ на рис. 5.5, в) изображена сплош
ными линиями. Схема содержит инвертор /, сумматор 2 и блок, 
воспроизводящий функцию — f ( t ) .  На выходе сумматора выраба
тывается сумма — a \ y ' ( t ) —a0y( t )  + / ( 0  •

Этап V. Замыкается обратная связь с выхода сумматора 2 на 
вход интегратора/ (рис. 5.5, г) ) .  Факт организации такой обрат
ной связи математически соответствует равенству правой и левой 
частей уравнения (5.14).

Этап VI. Производится задание начальных условий интегра
торов. Знак начального условия должен соответствовать знаку 
выходной переменной интегратора.

а)

Рис. 5.5.
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Структурная схема рис. 5.5, д) обеспечивает воспроизведение 
решения исходного уравнения (5.13). С помощью такой схемы 
можно исследовать переменные */"(/), y ' ( t ) ,  y ( t ) .  Если для ис
следователя не представляет интерес поведение переменной 
// '(О* то схема рис. 5.5, 5) может быть существенно упрощена 
путем исключения сумматора 2, как это показано на рис. 5.5, е).  
В этой схеме функции сумматора 2 и интегратора / совмещены 
в интегросумматоре / .  Такое совмещение приводит к экономному 
использованию оборудования ценой уменьшения информации о ре
шении. В схеме рис. 5.5, е) отсутствует в явном виде переменная
«по.

Контроль правильности работы АВМ при воспроизведении 
решения y( t )  уравнения (5.13) по структурной схеме рис. 5.5, е) 
удобно провести по методу избыточной переменной ( § 1  гл. 4). 
Задавш ись контрольным соотношением в виде

y ' { t ) + a xy ( i ) — z ( t ) =  О,

где z( ( )  — вспомогательная избыточная переменная, дифферен
цируем его один раз по переменной /:

г ' 0 ) = 0 .

Отсюда с учетом (5.13) получаем определяющее дифференци
альное уравнение для избыточной переменной:

г' (t) =  — а0у (t) +  /(/), ; (0) =  у0 + агу0.

Заметим, что создание схемы контроля требует один интегра
тор для воспроизведения переменной z( t )  и один сумматор для 
реализации самого контрольного соотношения.

Рис. 5.6.

П р и м е р  2. Разработать программу для воспроизведения 
на АВМ решения дифференциального уравнения

/ Ч О + М О 0 ' ( О + М О 0 * ( О “ /(О

с начальными условиями у ( 0 )^=  у 0, у ' ( 0 ) — у 0.
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Структурная схема АВМ для воспроизведения решения этого 
уравнения показана на рис. 5.6. Схему отличает то, что для вы
работки каждого переменного коэффициента в ней потребова
лись некоторый блок, воспроизводящий сам переменный коэффи
циент, и блок перемножения для образования произведения пере
менной на переменный коэффициент. Д ля  воспроизведения функ
ции y 2(t) использован блок перемножения, хотя можно было бы 
применить и функциональный блок. В данном случае использова
ние функционального блока нежелательно из-за необходимости 
при работе на АВМ предварительной настройки блока на вос
произведение параболы второго порядка. Если бы нелинейность 
была более сложного вида, применение функционального блока 
могло бы иметь смысл.

Последовательность выполнения этапов общего метода не ме
няется при составлении структурных схем для воспроизведения 
решений систем дифференциальных уравнений.

П р и м е р  3. Разработать  структурную схему, воспроизводя
щую решение системы дифференциальных уравнений с началь
ными условиями

*1 (t ) +  a u xx (t) — а 12фх (*2) =  О,

Х2 (0 — а 21ф2 (х,) +  a 22* 2(/) =  0, (5.15)

*1 (0) =  *10, *! (0) =  *10,

*2 (0) =  *20, *2 (0) =  *20, *2 (0) =  *20-

Это — нелинейная система дифференциальных уравнений, из ко
торых первое уравнение второго порядка, а второе — третьего 
порядка. Нелинейность обусловлена наличием двух функций 
ф ,(*2) и ф2(*1).

Этап I. Оба уравнения системы (5.15) разрешаются относи
тельно старшей производной и тем самым приводятся к виду,
удобному для разработки структурной схемы:

х[ (t) =  — ccjj.Vj (/) +  а 12фх (*2), j 6)

*2 (/) =  а-лФг (*i) — «22*2 U)-

Этап II. Д ля первого уравнения вычерчивается цепочка из 
двух последовательно включенных интеграторов, а для второго 
уравнения — цепочка из трех интеграторов в соответствии с по
рядком этих уравнений.

Этап III. На вход первой цепочки мысленно подается пере
менная Х\ (/) ,  на вход второй цепочки — переменная хя  (0 -  Это 
позволяет установить соответствие между переменными и выхо
дами интеграторов (рис. 5.7),
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Этап IV. Используя переменные x t (t),  * i(0 , jc2(/), хг(0 ,
разрабатываю тся структурные схемы, воспроизводящие правые 
части уравнений (5.16) (рис. 5.8).

Этап V. Производится замыкание 
обратных связей, соответствующих 
правым частям уравнений (5.16).
. Этап VI. Всем интеграторам з а 

даются начальные условия с учетом 
знаков выходных переменных этих 
интеграторов.

+х,Ш

^ 1 Г ч ^ Г Г ч № ' / 0 xt(t)
11

Рис. 5.7. Рис. 5.8.

Общий метод составления структурных схем иногда еще на
зывают методом понижения порядка производной, подчеркивая 
тем самым важность первых двух этапов этого метода.

§ 4. Программирование АВМ для уравнений, не разрешенных 
относительно старшей производной

Пусть дана задача Коши п-го порядка
F ( x ‘n), х, t) = 0 ,  x (0 ) = * o ,

где х =  {*— /*•(»-!) ., х и>, . . . .  а} и соответственно д:0 =  (хо— / Л " -»

Хо0> • ‘ хо)' в которой дифференциальное уравнение не 
разрешено относительно старшей производной. Для применения 
общего метода программирования АВМ используют один из 
двух следующих ниже приемов.

Первый состоит в том,что иногда уравнение F ( x (n>, х, t) =  0 
удается свести к виду х(п, +  Ф {х{п\  х , / ) = 0 .  Это новое уравнение 
не разрешено относительно старшей производной, но уже допу
скает применение общего метода.

Второй прием основан на использовании метода неявных 
функций. Частично метод неявных функций уже обсуждался 
в § 9 гл. 2, более строго он изложен в § 2 гл. 10.

В соответствии с этим методом от задачи Коши п -го порядка
F (х(п\  х, I) =  0, х ( 0 ) = л э

переходят к задаче Коши /г+1-го порядка, в которой дифферен
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циальное уравнение разрешено относительно новой старшей про
изводной

х ( п + 1) =  _ _  J ( f  -(Х {п)9 х  I)  S i g n  f  (n) х  (0) =  x Qt * ('J) (0) —  0 ,

(5.17)

где К — коэффициент усиления ОУ, а производная F x (n) предпо

лагается отличной от нуля. Знак частной производной Fxin) вве. 
ден в уравнение для получения устойчивого его решения.

Поскольку дифференциальное уравнение (5.17) разрешено 
относительно старшей производной, к нему применим общий ме
тод программирования АВМ. На,рис. 5.9 показана соответствую
щая структурная схема АВМ для случая, когда /7л-(,1) > 0 .  В ней 
роль первого интегратора цепочки играет ОУ, охваченный от
рицательной обратной связью через конденсатор небольшой 
емкости.

Для иллюстрации построим структурную схему АВМ, воспро
изводящую решение дифференциального уравнения Лагерра

t L n (t) +  (1 —t) L n (t ) +  nLn (t) =  0, Ln (0) =  Lno, Ln (0) = L rlQ.
(5.18)

Формально уравнение можно разрешить относительно производ
ной путем деления на переменный коэффициент /. Однако в ре
зультате такого деления возникнет необходимость воспроизвести 
коэффициент 1//, который при t =  0 обращается в бесконечность. 
Поэтому целесообразно провести программирование, оставив 
уравнение в неявном виде относительно старшей производной. 
Сведем уравнение (5.18) к виду (5.17), для чего определим сна-

dF
чала знак производной тр~.

0Ln
В рассматриваемом случае

F {Ln) =  t L n (0 +  (1 — 0 Ln (0 +  t\Ln (/) =  0,



dF
отсюда ^77Г' = ^ 0 -  Таким образом, на АВМ должно быть реали-

п
зовано дифференциальное уравнение

Ln {t) — — К  [tLn (t) +  ( l - t )  Ln (t) +  nL„( t ) ] f (5.19)

с начальными условиями L'n (0) =  0, Ln (0) =  L'n0, Ln ( 0 ) = L nO, 
где К —  коэффициент усиления ОУ. Структурная схема АВМ, по
строенная по уравнению (5.19) в соответствии с общим методом, 
представлена на рис. 5.10.
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Рассмотрим в качестве второго примера задачу отыскания по заданной 
функции x(t )  двух других функций m(t)  и z ( / ) ,  которые определяются с по
мощью выражений:

т ( 0  =  —  f х ( / )  dt, (5.20)

(5 .21)

Первую функцию m(t)  называют текущим средним, а вторую z( t )  — теку
щей дисперсией. Для воспроизведения m(t)  и z( t)  целесообразно реализовать
решения двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка, не 
разрешенных относительно производных

t m ' ( t ) + m ( t ) — .х(1) = 0 ,  (5.22)
t z ' ( t ) + z ( t )  — \ x ( t ) — m ( t ) ] 2 =  0, (5.23)
т (0 )= г (0 )= 0 .

Уравнения (5.22), (5.23) сведем к виду (5.17), для чего определим знаки 
dF  1 dF о Dчастных производных —1 и ^ . В рассматриваемом случае

F x[m' ( t ) ,  m ( t ) ,  х ( t ) , t ] = ( m ' ( t ) + m ( t ) - x ( t ) = 0 ,
Z ( t ) ,  X U ) .  / ] = / г ' ( / ) 4 - г ( О - Ь ( О - т ( О ] 2= 0 .

отсюда
dF, dF.
dm* — t > 0, dz , — t >  0.
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На АВМ следует реализовать в соответствии с (5.17) систему дифферен
циальных уравнений с начальными условиями

m " ( t ) = —  /С [ / т ' ( / ) + / я  ( / )— * ( / ) ] ,  (5.21)
z"( t )  =  - K [ t z ' ( t ) + z ( t ) - [ m ( t ) - x ( t ) ] > ] ,  (5.25)

,72 (0) =  г (0) =  0, т' (0) =  г' (0) =  0.

Структурная схема АВМ, построенная по уравнениям (5.24) и (5.25), пред
ставлена на рис. 5.11.

Контроль правильности работы АВМ при воспроизведении m(t)  и z{t)  по 
структурной схеме рис. 5.11 целесообразно организовать с помощью контроль
ного соотношения

y ( t ) - t [ m { t ) + z ( t ) ] =  0,

где y{t)  — вспомогательная избыточная переменная. Дифференцируя контроль
ное соотношение по переменной /, имеем:

y ’ (t) — [m(t)  + z ( t ) \ — t[m'  (t) + z ’ (t)] = 0 .  4

Отсюда с учетом исходной системы дифференциальных уравнений получаем 
определяющее дифференциальное уравнение для переменной y( t ) :

y'{t) =  [ x ( t ) - m ( l ) ] 2.

§ 5. Программирование АВМ для уравнений, 
содержащих в правой части производные

В инженерной практике встречаются дифференциальные 
уравнения, правая часть которых является линейной комбина-

т
цией вида 2  М 0 ‘ * О)( 0 >  гДе М О  — заданные переменные или

;=о
постоянные коэффициенты, a x U)(t) — производная /-го порядка 
по аргументу t от заданной функции x( t ) .  Примером может



служить задача Коши
т

=  2  bj (/) *</) (/),
/=о

^(п-1) (0) =  (0) *= у'о, У(0) =  </о. / и < « ,  (5.26)

или следующая задача Коши:
У" '(О  + a if// (0  + flo*/(0 — b(>x(t) - \-b\x ' (f) -\-b2x " ((),

У" (0) =  </о. </' (0) =  f/o, У (0) =  г/0. (5.27)
В результате прямого применения общего метода к уравне

нию (5.26) или (5.27) получается неудобная структурная схема 
АВМ из-за того, что необходимо воспроизводить производные 
функции x ( t ) ,  Покажем, что в ряде случаев можно избежать 
воспроиэведения производных x( t ) ,  сведя дифференциальные 
уравнения (6.26), (5.27) к эквивалентным системам дифференци
альных уравнении, не содержащих производных функции * ( / ) .  
Д ля  конкретности остановимся на уравнении (5.27). Сначала 
уравнение (6.27) представим в виде суммы полных производных
V", {t) +  [ (hy{ t )— bix { t ) Y + [ a ly ( t ) — b i X ( t ) Y +

+  [a0y ( t ) - b 0x ( t ) ] = 0 .  ( 5 .28 )
Теперь последовательно проинтегрируем выражение (5.28) два 
раза. После первого интегрирования

y" ( t )  +  [a2y ( t ) — b2x ( t ) ] ' + [ a i y ( t ) — b i x ( t ) ] + z i ( t ) = 0 ,

где z t (i) получено из z'l{ t ) = a 0y ( t ) —b0x ( t ) .  После второго интег
рирования получаем

y' ( t )  +  [a2y ( t ) — <b2x ( t ) ] + z 2(t) = 0,
где г2( 0  получено из г ' (/) = a , i / ( / )  — b xx{t )  -f-Zi(f). В результате 
имеем систему дифференциальных уравнений 

*i U) =■ а0у (t) — Ь0 х (/), 

г2 ( 0 “  а^уЦ) — blx{t )- \-zl (t), (5.29)
У' ( 0  =  — а2У ( 0  + b 2x( t )  —г2 (О 

с начальными условиями

(0) -  — Уо — [fls«/o — Ьгх ' (0)] — [а^,, — Ьх (0)], 

г2 (0) =  — г/о — la2y v — Ьгх  (0)1,

У( 0) =Уо-
Видно, что система (5.29) не содержит производных от функ

ции х ( / ) ,  так что x( t )  может иметь достаточно произвольный вид
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и даже разрывы непрерывности первого рода. Соответствующая 
системе (5.29) структурная схема АВМ показана на рис. 5 .12. 
Схема построена по общему методу. Систему дифференциаль
ных уравнений (5.29) принято называть канонической формой 
уравнения (5.27).

Не каждое дифференциальное урав
нение с правой частью (5.26) можно 
представить в виде канонической фор
мы. Каноническая форма существует 
лишь для таких уравнений (5.26), ко
торые можно записать в виде суммы 
полных производных различных по
рядков. Последнему требованию удов
летворяют линейные дифференциаль
ные уравнения и лишь некоторые не
линейные.^ Так, линейное дифференци
альное уравнение

y " ( t ) + a , ( t ) y ' ( t ) + a Q( t ) y ( i )  =

=  М 0 * ( 0 + М 0 * ' ( 0 + М " ( 0
записывается в виде суммы полных производных. Если учесть, 
что

<4(0 У' (0 =  1<4 (0 У (/)]' -  а\ Ц) у  (/);
Ьх (/) х '  (() =  \ЬХ (/) * (/))' -  Ь\ (/) х  (/),

то
[!/(/) — b2x(t)Y'  +  y{t) -  Ьг (/) X (/)}' +  [а0 (/) -  a! (/)j у (t) +

+  \b[ ( t ) - b 0 (( ) \x{t )  =  0. 
Аналогично нелинейное дифференциальное уравнение

У " ( 0 + У ' Ч )  s i n y ( ( ) + a y ( t ) = b o x ( < ) + b , ( t ) x ' ( t )
записывается в виде суммы полных производных. Если учесть,
что

-  у' (/) sin у  (t) =  (cos у (01', Ьх it) x'(t) =  [bx(t) *(/)]' - b, (t) x((),
T O

\ f  (t) -  I cos у (t) +  bx(t) x(t) I' +  I ay  (/) +  b\ it) x  (t ) — b0 x ( t )  \ =  0.

§ 6. Чувствительность решений к изменению параметров 

Пусть имеется дифференциальное уравнение

F(x ,  х, x , t , a )  =  0, (5.30)

где а — некоторый параметр. Требуется исследовать влияние 
изменения этого параметра на решение уравнения x(t ,  а) .  Ис«
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пользуя АВМ, можно предложенную задачу решить двумя спо
собами.

Первый способ состоит в том, что по уравнению (5.30), как 
обычно, составляется блок-схема АВМ, воспроизводящая реше
ние. Коэффициенты передачи операционных блоков этой схемы, 
естественно, выражаются через параметр а. Задаваясь  набором 
различных значений параметра а : а 0, а ь а2, . . . ,  а п, изменяют ко
эффициенты передачи операционных блоков и воспроизводят на 
АВМ соответствующие решения:

x( t ,  а0), x ( t ,  сц), x ( t ,  Й2), x( t,  а п).

Второй способ оценки влияния изменения параметров на ре
ш ение— приближенный. Он получил название метода функций  
чувствительности. Пусть решение уравнения (5.30) для а =  а0 
есть x ( t , а 0). Изменим величину параметра а0 на А а и установим 
соответствие между решением x ( t f а0) и решением x ( t , а0+ Д а ) .  
Это можно сделать, используя формулу Тейлора. Ограничившись 
двумя первыми членами, получим приближенное выражение 
*(*» flo+ Д а )  через x ( t , а0) :

х  ((, а0 +  Да) ^  х (/, а 0) +  дх ^  ао) Да.

dxiLa^\  
da

чувствительности, he можно использовать в качестве оценки 
влияния отклонения параметра Да на решение уравнения (5.30). 
Оказывается, функция чувствительности легко воспроизводится 
на АВМ, так как она всегда является решением линейного диф
ференциального уравнения. Уравнение, которому удовлетворяет 
функция чувствительности, называют дифференциальным ур ав 
нением чувствительности. Д ля нахождения его достаточно про
дифференцировать исходное уравнение (5.30) по параметру а:

Частную производную и ( ( , а0) 
v

н а зы в а кл фу н к ци е ft4

dF дх 

дх да 

Учитывая, что
дх да а=а0

dF_dx_  
** дх da ч -+  да = 0.

дх
1 7

п\  дх
и У ) ' >  да а=а0

получаем искомое:

д дх 
dt да а̂ Оо а—а0

д* дх
dt2 да а^а 0

<>F " I dF ' ... dF . . . dF—- и (t) н г ы (0 +  -дГ И (0 +
дх дх 0Х да

= 0.

=  U {t),

(5.31)

Если исходное уравнение (5.30) имело бы несколько п ара
метров, то по каждому параметру была бы своя функция чувст-
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впгельности и соответственно свое дифференциальное уравнение 
чувствительности..

Д ля иллюстрации рассмотрим дифференциальное уравнение 
второго порядка

х  -\~biX -(- ЬоХ— /  (/) =  0. (5.32)

дх 
дЬ» *0 =>*<»

Д ля параметра Ь0 функция чувствительности будет и0=  ~  

и соответствующее уравнение по (5.31):

w0 +  М 0 +  b0w„ +  * (/)  =  0, и0 (0) =  и0 (0) =  0. (5.33)

Аналогично, для параметра Ь\ функция чувствительности будет

, а дифференциальное уравнение:
*>!=*>«>

biU\ + b 0u{ +  х (t) =  0, Ui (0) =  Ui (0) ^  0* (5.34)

Отметим, что все дифференциальные уравнения (5.32), (5.33), 
(5.34) совпадают между собой с точностью до ф ункций— / ( / ) ,  
а ( / ) ,  i ( 0 -  Совпадение уравнений (5.33) и (5.34) дает возмож
ность исследовать чувствительность решения к параметрам Ь0 н Ь { 
с помощью одной структурной схемы, которая представлена на

ох
Ui =  ж л

рис. 5.13. Схема состоит из двух частей. Верхняя часть воспроиз
водит решение исходного дифференциального уравнения. Вторая 
часть (нижняя) воспроизводит функцию чувствительности ио 
либо и\ в зависимости от того, в каком положении находится 
ключ К . Выходы обеих схем поступают на сумматор. Выходная 
переменная верхней схемы — х  на сумматор поступает прямо. 
Выходная переменная нижней схемы поступает на сумматор 
через потенциометр, коэффициент передачи которого определяет
ся величиной отклонения параметра ДЬ0 (или ДЬt). На выходе
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сумматора вырабатывается функция

§ 7. Формы получения решений дифференциальных 
уравнений на АВМ

Решение дифференциального уравнения, воспроизведенное на 
АВМ, должно быть представлено в форме, удобной для изу
чения.

В математике хорошо разработан математический аппарат 
исследования решений на основе так называемого фазового про
странства. Важно, что аппаратура визуального наблюдения, при
меняемая в АВМ, позволяет наблюдать элементы этого про
странства.

1. Фазовое пространство. При исследовании различного рода 
динамических систем часто прибегают к графическому пред
ставлению решений дифференциальных уравнений, которыми

описываются системы. Распространены два способа графическо
го изображения.

Первый состоит в том, что все зависимые математические 
переменные наносятся на график в функции независимой пе
ременной— времени. Такие графики интегральных кривых 
называют осциллограммами. На рис. 5.14, а) приведены 
осциллограммы X\(t) и x2(t) решения системы линейных

x z ( t )

а ) ©
Рис. 5.14.
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дифференциальных уравнений

XI =  -  х, (0) =  1, ф  35)

х2 =  x v  х2 (0) =  0 .

При втором способе поступают иначе. Выбирают некоторую 
систему прямоугольных координат, на осях которой отклады ва
ются мгновенные значения соответствующих переменных. Таким 
образом получается некоторое пространство, каж дая  точка ко
торого полностью определяет состояние динамической системы 
в данный момент времени. Пространство называют фазовым. 
Размерность фазового пространства динамической системы оп
ределяется порядком дифференциального уравнения этой систе
мы. На рис. 5.14,6) приведена фазовая плоскость для динами
ческой системы, описываемой уравнениями (5.35). Решению 
X \ ( t ) = c o s t ,  x2(t) = s \ n  t на фазовой плоскости х хох2 соответст
вует траектория движущейся точки. Принято называть траекто
рию фазовой траекторией, а движущуюся точку — изображ аю 
щей точкой. На фазовой траектории стрелками обычно указы ва
ют направление движения изображающей точки. На рис. 5.14,-в) 
приведена фазовая траектория динамической системы, описыва
емой уравнениями

х[ =  — *1 — х 2, х2 =  х г — х 2

для начального состояния динамической системы * i ( 0) =  ! e 
jc2(0) =  0. Из рисунка следует, что динамическая система стре
мится К СОСТОЯНИЮ Х\ =  Х2 =  0.

На рис. 5.14, г) приведена фазовая траектория динамической 
•системы, которая описывается дифференциальным уравнением 
третьего порядка x ' " = F ( x " ,  х \  х)  с начальными условиями

х” (о) =  xl, х '  (0) =  Хо> х  (0) =  х0.

Графическая интерпретация поведения динамической систе
мы в виде ее фазовых траекторий во многих отношениях более 
выразительна, чем осциллограммы. По виду семейства ф азо 
вых траекторий (или, как еще говорят, по фазовому портрету 
динамической системы) часто можно сделать очень важные вы
воды о свойствах системы. Существует даже специальная мате
матическая теория, так называемая геометрическая пли каче
ственная теория дифференциальных уравнений, предмет изучения 
которой — дифференциальные уравнения, а метод и зу чени я--  
фазовое пространство.

2. Аппаратура визуального наблюдения решений дифферен
циальных уравнений. В качестве аппаратуры наблюдения ис
пользуют многолучевые элемровны е осциллоскопы (индикато
ры) с длительным послесвечением экрана. Осциллоскоп спосо-



беи воспроизводить осциллограммы с числом кривых, соответст
вующих числу имеющихся в нем лучей. При этом па верти
кальные отклоняющие пластины осциллоскопа подаются соот
ветствующие машинные переменные, а на горизонтальные плас
тины от специального блока развертки, расположенного внутри 
прибора, поступает линейно нарастающее электрическое на
пряжение.

Если же на вертикальные пластины подать переменную 
*2(0 » а на горизонтальные Xi (/), то воспроизводится фазовая 
траектория x2= / ( * i )  динамической системы на плоскости Х\Ох2~ 
Экран осциллоскопа позволяет отображать только фазовую 
плоскость или проекцию траектории на координатные плоскости 
фазового пространства. Так с помощью двухлучевого электрон
ного индикатора при исследовании траектории рис. 5.14, г) м ож 
но одновременно наблюдать на экране лишь ее проекции 
x'==f1 (jc) , x " = / 2(x). Первая функция есть проекция на плос
кость х'ох,  вторая функция — проекция на плоскость х"ох.  
Возможность на АВМ визуального наблюдения фазовых тр а 
екторий, хотя и в проекциях, позволяет сопоставлять теоре
тические результаты качественной теории дифференциальных 
уравнений с поведением исследуемой динамической системы. 
Особенно широкое распространение это получило в теории 
автоматического управления, теоретической радиотехнике и 
электронике.

§ 8. Масштабирование зависимых переменных по методу 
масштабных задач. Пример

Рассматривая вопросы программирования АВМ для воспро
изведения решении дифференциальных уравнений, мы огра
нивались уровнем структурных схем. Теперь мы изложим при
мер разработки программы АВМ, детализированный до уровня 
коммутационных схем с учетом масштабирования зависимых 
и независимой переменных. Д л я  иллюстрации взята конкретная 
физическая задача. Программирование АВМ с учетом физиче
ского содержания решаемой задачи, как правило, позволяет 
упростить наиболее сложный этап программирования — выбор 
масштабов.

1. Постановка задачи. Требуется построить коммутационную 
схему АВМ для исследования движения материальной точки. 
Точка массой т  совершает движение в плоской, препятствую
щей движению среде под действием притягивающей силы, ис
ходящей из неподвижного центра О (рис. 5.15, а ) ) .  Итак, дейст
вуют две силы. Р = —гшоз2— сила притяжения точки центром. 
Эта сила пропорциональна расстоянию г между точкой и центром. 
Q =  — km v  — сила сопротивления движению со стороны среды.
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Эта сила пропорциональна скорости точки v. Величины k и 
W2 — коэффициенты пропорциональности.

2. Вывод дифференциальных уравнений движения. Исследо
вание любого физического явления на АВМ требует предвари
тельного математического описания явления. В данном случае

§8J  МЕТОД /МАСШТАБНЫХ ЗАДАЧ.  ПРИМЕР \ 13

Рис. 5.15.

для этого необходимо вспомнить второй закон Ньютона, соглас
но которому движение свободной материальной точки на плос
кости описывается системой дифференциальных уравнений

X  =  тх, Y  =  ту,  (5.36)

где X , У — силы, действующие вдоль координатных осей, т  —
масса точки,х, у  — ускорения материальной точки вдоль коор
динатных осей х , у .

Найдем дифференциальные уравнения, описывающие движ е
ние точки в декартовых координатах х, у  с началом в центре О. 
Пусть в момент времени t движущ аяся точка находится в пунк
те М. Определим компоненты сил Р и Q по осям х, у:
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С учетом (5.37) и (5.38) дифференциальные уравнения (5.36)
движения точки примут вид

•• • •• ♦ 
х  =  — со2х  — kx, у =  — со 2у  — ky. (5.39)

Пусть в начальный момент времени ( / = 0 )  положение и ско
рость материальной точки будут такими: х(0)  = х 0, у (0) = 0, 
i ( 0) = 0, у (0) =  г/о-

Контроль правильности функционирования АВМ при вос
произведении решения (5.39) легко осуществляется с помощью 
контрольного соотношения

• * 
kx  +  'Х +  ky  +  у  — 2 =  0,

где z  — избыточная переменная. Дифференцируя контрольное 
соотношение по переменной t, имеем:

z = k x  +  х  +  ky  +  у.
Отсюда с учетом (5.39) получаем для избыточной переменной 
определяющие дифференциальное уравнение

г =  со2 (х +  у), z (0) =  kx0 +  у0.

3. Разработка структурной схемы АВМ. Д ля линейной систе
мы дифференциальных уравнений (5.39) структурная схема 
АВМ показана на рис. 5 .15,6). Схема построена в соответствии 
с общим методом и состоит из линейных операционных блоков 
сумматоров и интеграторов. Переменные х  и у  подаются па 
электроннолучевой индикатор на его вертикальные и горизон
тальные входы. При этом на экране воспроизводится траекто
рия точки у = ф(х).

4. Масштабирование зависимых переменных (метод масштаб
ных задач). В процессе масштабирования от исходных матема
тических переменных переходят к машинным переменным — 
электрическим напряжениям. Переменным х, х, у, у в АВМ со
ответствуют электрические напряжения ихо = т х0х 9 их\ =  т х\х , 
иУо=гПуоу, uvi =  m v[y , где т х0, т хи m vo, — масштабы. М асш та
бы в соответствии с (4.4) исчисляются по формуле, куда вхо
дит максимальное значение переменной. Так, для переменной 
х  масштаб равен mx0 =  100/1 Агтах| .

Необходимость в априорном знании максимальных значений 
переменных х тлХ9 д\,:ах, у П)ЛХ9 у тах затрудняет масштабирование. 
Эта трудность типична для масштабирования и ее преодоление 
ка практике проводится либо по методу пробных масштабов с 
последующим их уточнением (§ 5 гл. 4), либо по методу мас
штабных задач.

Остановимся на методе масштабных задач. Его применение 
д.;,гя масштабирования переменных привлекательно тем, что
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позволяет выразить масштабы через параметры исходной за д а 
чи. Это дает возможность создавать коммутационные схемы 
АВМ, которые способны воспроизвести решение ряда задач, от
личающихся числовыми значениями параметров.

Идея метода состоит в том, что от исходной физической з а 
дачи переходят к другой, более простой в математическом от
ношении, но сходной по физическому содержанию. Эта сходная 
задача называется масштабной. Важно, чтобы масштабная з а 
дача допускала бы простое аналитическое решение, анализ ко
торого позволил бы сделать правильные заключения о границах 
изменения переменных исходной физической задачи.

Упростим исследуемую задачу. Пусть свойство среды, в ко
торой движется точка, таково, что она не препятствует движ е
нию. Очевидно, это соответствует k =  0 и системе уравнений

х = — <о2х, у = — (02у, х ( 0) = х 0, i  (0) = у ( 0 )  = 0, у (0) = 1/о .  

М асштабная задача имеет решение

х  (0 =  х оcos <*>*» У (0  =  - sin (5.40)
При этом максимальные значения переменных, как это следует 
из формул (5.40), будут

|* т а х  | | X q |;  | Afmax I 3  Ю |* о | |  \У тгъ  ) ~  \ У а \ / ^ \  |* /т а х  | ^  |Уо|*

Сопоставим теперь физическое содержание задач. М асш таб
ная задача соответствует движению материальной точки в пус
тоте. В исходной задаче действие сопротивляющейся среды* 
именно потому, что она препятствует движению, не может при
вести к увеличению максимальных значений скоростей и пере
мещений точки вдоль координатных осей. Поэтому для расчета 
масштабов в качестве верхней границы изменения переменных 
следует взять максимальные значения переменных масштаб
ной задачи.

Расчет масштабов выполнен в масштабной табл. 1.

Т я б л и л а 1

Пере
менная

М акси м аль
ное абсолю т
ное значение 
переменной

Величина масштаба Обозначение
масштаба

X ы * 100/ 1 х 0 1 т х  0
X ш|ао| 100/(ю|лго|) т х  1

и 100с.»/1 I т у о

У М 100/ м m y i
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5. Разработка коммутационной схемы. Коммутационная схе
ма разрабатывается с ориентировкой па конкретную АВМ. В дан
ном случае взята машина МН-7.

Коммутационная схема в отличие от структурной разрабаты 
вается не для математических переменных, а для машинных — 
электрических напряжений. Поскольку выбор масштабов опре
делен при выполнении различных операций, необходимо выпол
нить согласование масштабов (§ 5 гл. 4), что делается с по
мощью потенциометров.

Коммутационная схема представлена па рис. 5.16, а) .  Впей 
отмечены номера интеграторов АВМ МН-7, которые предпола
гается использовать. Потенциометры перед интеграторами 6 и 
8 служат для согласования масштабов переменных x ( t ) ,  x ( t )  
И у ( 0 . У(0 -

Потенциометры с коэффициентом передачи со на входах 5-го 
и 7-го интеграторов служат для согласования масштабов вход
ных и выходных переменных интеграторов: Кроме того, эти по
тенциометры обеспечивают задание структурного коэффици
ента со2.

Коммутационная схема получена в «общем виде» и позволя
ет исследовать процесс движения материальной точки на АВМ 
для любых параметров со и ft. Если параметрам со и ft присвое
ны конкретные числовые значения, например со =  5, ft =  0,1, то 
соответствующую им коммутационную схему можно сделать 
более полной, указав номера входов операционных блоков. Т а 
кая схема показана на рис. 5.16, б).

6. Масштабирование независимой переменной (времени). 
Особенность рассматриваемой физической задачи — в том, что 
ее независимая переменная физически представляет собой вре
мя. В АВМ независимой переменной всегда является время. 
Таким образом, здесь произошло совпадение независимой 
переменной исходной задачи и независимой машинной пере
менной.

Если воспроизвести решение на АВМ в соответствии с ком
мутационной схемой рис. 5 .16,6), то длительность и течение 
процесса на АВМ будет таким же, как и в реальном физиче
ском явлении, описываемом уравнениями (5.39). В этом случае, 
как мы знаем, говорят, что решение задачи воспроизведено в 
реальном масштабе времени . Если по каким-либо соображени
ям нам целесообразно ускорить "течение процессов в АВМ, на
пример, в два раза, то в соответствии с § 6 гл. 4 необходимо 
увеличить коэффициенты передачи всех интеграторов и только 
интеграторов в два раза. В этом случае говорят, что решение 
задали воспроизведено в ускоренном времени. На рис. 5.16, б) 
соответствующие коэффициенты передачи написаны над потен
циометрами.



Аналогично, если желательно замедлить течение процессов 
в АВМ, необходимо уменьшить коэффициенты передачи интег
раторов.

7. О результатах исследования. Н аблю дая на ИЭЛ траекто
рию движения материальной точки в координатах х у у , можно 
выявить много интересных особенностей исследуемого физиче
ского явления.
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6)
Рис. 5.16.

Оказывается, что при k =  0 траектория движения представ-* 
ляет собой эллипс с полуосями х0 и г/о/со.

Если несколько увеличить k , то траектория из замкнутой 
превращается в спиральную, и видно, как материальная точка 
асимптотически стремится к притягивающему центру О, вра
щаясь вокруг него.

При определенной величине k y зависящей от (о, наступает 
такой момент, когда точка, не сделав полного оборота, падает 
на притягивающий центр. Это соответствует так называемому 
апериодическому движению.
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§ 9. Вопросы и задачи

1. Решение каких дифференциальных уравнений наиболее просто воспроиз
вести на АВМ?

2. Можно ли на структурах АВМ воспроизводить решения дифферен
циальных уравнений в частных призводных? Решения краевых задач для 
обыкновенных дифференциальных уравнений?

3. Стационарное распределение температуры в тонком полубесконечном 
стержне описывается дифференциальным уравнением.

x"( t )  — C2x(t )  = 0,
где x( t )  — температура стержня в сечении с абсциссой f, 0 ^  /< о о ;  С2 — по
стоянный коэффициент.

Д ля удобства исследования на АВМ распределения температуры вдоль 
стержня заменой переменной т = 1 —ехр(—/) свести исходное уравнение к 
уравнению, описывающему распределение температуры на конечном интерва
ле т [О, П .

4. Какие дифференциальные уравнения при реализации их на АВМ при
водят к созданию вичислительных схем АВМ с переменной структурой?

5. В чем проявляется неустойчивость решений дифференциальных 'урав 
нений, реализуемых на АВМ? Каковы основные причины неустойчивости?

6. Можно ли на АВМ воспроизводить неустойчивые решения дифферен
циальных уравнений?

7. В чем вред «длинных» обратных связей в вычислительных схемах АВМ?
8. Показать, что два частных решения у а, уа одного и того же диффе

ренциального уравнения с неустойчивыми решениями

y " ( t ) = 3 y ( t ) + 2 y ' ( t ) t

удовлетворяющие начальным условиям

а) Уа (0) =  1, уа ( 0) =  — 1,

б) Уб ( 0 ) = 1 ,  у б ( 0) =  3,

имеют разный характер асимптотического поведения относительной погреш
ности:

Игл бы ( 0 =  00, lim 6*/ft(/) =  e, t~> 00 d tf-*co 0

где e — некоторая малая величина, определяемая добротностью АВМ.
9. Показать, что два частных решения у а, у^ одного и того же диффе

ренциального уравнения с устойчивыми решениями

у" U) ~ —3y(t)  —4</'(0. 

удовлетворяющие начальным условиям

а) * а (0) =  1# ^  (0) =  —  1,

б) *6(0 )= 1 ,  / / > )  =  -  3,

имеют разный характер асимптотического поведения относительной погреш
ности:

Um by (t) = в, 11m by (t) =  со,
И-® a f-ш 0
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где е — некоторая малая положительная величина, определяемая добротно
стью АВМ.

10. Показать, что линейное дифференциальное уравнение первого порядка с 
запаздывающим аргументом

У'(t) -\ -by(t—T) = 0
л

при 0 <  Ъ <  имеет устойчивое решение.

11. Построить структурные схемы АВМ для воспроизведения решений
дифференциальных уравнений и систем дифференциальных уравнений, задан
ных в форме задачи Коши:

1) / '+ 4 * / '+ 3 * / =  0.
2) у " + 2 у ' + 1 0 у = 0 .
3) гДу+!б(/=о.
4) у " ' + 3 у " + 2 у ' + у = 0 .  U i u j b l O L
5) у " + 0 , 1 у '+ 2 у = 0 .
6) х ' = —х+3у ,  у '  =  Ъх—у. ^
7 ) * " = - 2 * 4 - 3 0 ,  у " — Зх—2у.
8) * ' = —3*4-2у —г, у ' = 2 х —3у—г, г '  — х —у —Зг.
9) х " — 2х—Зу, у " = х —у.

10) х ' = х —у, у ' = у —х. К м / r t
11) 0"—2у ' —3 0 = е х р (—t ) J
12) y " + 3 y ' + 2 y  =  s\nt .  1
13) y " + 2 y ' + y = t  z xv  (-!).*>
14) p "+ 4 < /'+ 4 < /= co s2 1. 4
15) y " + 9 y = e x p  (—t) cos t. %
16) * ' =  — x + 3 y + t ,  y ' = 3 x —0 + s h
17) x ' = x + 2 y + t  exp (— I), y '  =  2*—204-cos2 1.
18) x ' = — 2x— y + t  exp (— 2t),  y '  =  x + e x p ( — t).
19) * ' =  — * + 20+ e x p (—t),  0 ' = * 4-sinf. .6

20) * ' = — 2 * + 4 0 —t2 exp (—(), y ' = 3 x — 6y.
21) 0" =  — sin2 0 .
22) y " = —  sin 0 .
23) y'  =  —  exp (— 0 ).
24) y"+ay '+(&2 sin 0 =  sin t.
25) 0" = e x p  (—0 ) sin 0 .
26) 0,/3= 0' 4- 1.
27) (/24 -1 ) 0 ,,+ / 0 ,+ л 0 = О .
28) t y " +  (1 —t ) y ' + n y = 0 .
29) [ ( l 4 s i n 2 f ) f /" ] " = e x p  ( - / ) .

2° ) [ _ПРТ'| =  exp exp (— 0 .
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31) [1-ехр(-/)]!/"+2</+</ = 0.
32) у у ' + 1 - у ' = 0 .
33) у ' cos у — 1 = 0 .
34) y " ' + a 2{ t ) y " + a 0( t )y  =  b0( t ) x + b l ( i ) x '+ b i (l )x".
35) y " + a x ( t ) y '+ f ( y )  = b 0x + b l (t)x' .
36) у " + у '  cos у +  sin y =  boX+bi (t)x' ,
37) у"  sin 2 y + 2 ( y ' ) 2 cos 2y + a [y ' + a 0y =  b0( t ) x + b l ( t ) x '+ b 2x".
38) ( # ' - y " ) exp(—у ) + a l ( t )y '  + aQ(t )y  =  b0( t ) x + b 2x ”.

У к а з а н и е :  перед решением задач с И )—38) рекомендуется предвари
тельно проработать главу 8.

12. Пусть некоторая гипотетическая АВМ не имеет интеграторов, но рас
полагает достаточным количеством идеально точных операционных блоков 
дифференцирования и рядом других блоков. Требуется запрограммировать эту 
АВМ на воспроизведение решения уравнения

a0y " ( t ) + a i y ' ( t ) + a 2y ( t ) = 0 ;  у ( 0 ) = у 0; у ' ( 0 ) = У 0-

13. Какие существуют приемы исследования на АВМ решения дифферен- 
циального уравнения в зависимости от какого-либо параметра уравнения?

14. Чем можно объяснить тот факт, что дифференциальные уравнения 
чувствительности — всегда линейные?

15. В каком виде сервисная аппаратура АВМ позволяет получить реше
ния дифференциальных уравнений?

16. Что такое фазовые траектории динамической системы?
17. Почему при программировании АВМ важна содержательная физиче

ская постановка задачи исследования физического явления?
18. Что представляет собой масштабная задача и в каком отношении она 

находится с исследуемым физическим явлением?
19. Воспроизвести на АВМ МН-7 фазовую траекторию системы

* [  =  * 3  +  * 1  ( l  —  X 2 —  x f ) ,

*2 =  — *i +  *s ( l  — X2 —  Xj).

Обратить внимание, что при оо траектория вырождается в окружность 
*2=1 • При этом, если начальная точка траектории Xi(0), хг(0) находится 

внутри круга, то траектория асимптотически стремится к окружности х \ - \ - х \ = \ % 
«наматываясь» на нее изнутри. Д ля начальных, точек, расположенных вне круга 
х^+дс2<1, траектория «наматывается» на окружность снаружи. Фазовые траек
тории типа этой окружности называют предельными циклами .

20. Воспроизвести на АВМ МН-7 изменение во времени населения земно
го шара между 1925 и 2025 гг.

В соответствии со статистическими данными количество людей, населяющих 
земной шар между 1925 и 2025 гг., приближенно должно описываться дифферен
циальным уравнением быстрого роста

х ' =  (k0+k i t ) x ,  дс(0) =  1907 млн. человек,

где x ( t ) — население земного шара; t — время в годах, отсчитываемое от 
1925 г.; &0= 5 ,8 4  • 10“ 3, /^ =  3,74 • 10“ 4 — коэффициенты.

21. Смоделировать на АВМ МН-7 процесс распространения инфекционного 
заболевания, возникшего в удаленном поселке с населением 1000 человек. В мо
мент обнаружения эпидемии 90 человек болело и являлись носителями инфекции; 
900 человек здоровы, но потенциально подвержены заболеванию; 10 оставших
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ся уже переболели и у них выработался иммунитет. Каждый больной ежеднев
но зараж ает в среднем одного здорового из тысячи. Через 10 дней заболевший 
выздоравливает, приобретая иммунитет.

Распространение эпидемии описывается системой дифференциальных урав
нений с начальными условиями

—Р ху, х  (0) =  900,
,<Л= Рху —  уу,  у(0)  = 9 0 ,  
г'.=уу, г(0) =  10,

где х  — число подверженных заболеванию; у  — число разносящих инфекцию; 
2 — число выздоравливающих и имеющих иммунитет; Э=0,001; у = 0Л.

При моделировании на АВМ следует:
1) построить эпидемическую кривую x ' ( t ) ,  которая характеризует скорость 

распространения нового заболевания; найти максимальное число больных (ушах  
и момент времени, соответствующий этому максимуму; определить продолжи
тельность эпидемии, считая, что эпидемия, кончилась, когда 99,5% населения 
переболело;

2) повторить п. 1) при условии, что благодаря медицинскому вмешательст
ву (частичная изоляция больных и профилактика заболевания) заражаемость 
снижена в два раза, т. е. Р =  0,0005;

3) при разработке структурных и коммутационных схем предусмотреть си
стему контроля правильности функционирования АВМ с помощью очевидного 
тождества x - \ - y+z  =  1000; убедиться .в эффективности разработанной системы 
контроля.

22. На острове вобитают рыси и зайцы. Зайцы питаются травой, которая 
растет на острове в изобилии. Рыси пожирают зайцев. Изменение во времени 
числа рысей и зайцев описывается системой дифференциальных уравнений

х'  (t) = a x  — bxy; a, b >  0 ,
у  '( /)  =  сху — py , с, p :>  О,

где х  — число зайцев в тысячах, у — число рысей в тысячах, время в годах.
Требуется: 1) пояснить вид системы дифференциальных уравнений; найти 

условия, при которых численность животных не меняется;
2) воспроизвести решение системы уравнений и фазовую траекторию у =  

k=<p(jc) на машине МН-7 при а = 4, Ь = 2, с = 1 ,  р = 5, если в начальный момент 
времени число зайцев было * ( 0 ) = 8  тыс., рысей //(0) = 2  тысяч.

♦
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Г Л А В А  6

§ 1. Краевые задачи

АВМ по логике своей работы способны воспроизводить ре
шения лишь задач с начальными условиями. Во многих инже
нерных задачах решения соответствующих дифференциальных 
уравнений должны удовлетворять краевым условиям. В качест
ве примера может быть приведена краевая задача об изгибе

балки, лежащей на двух опорах. И з 
гиб происходит под действием рас
пределенной нагрузки плотности 
q(t )  (рис. 6.1). Дифференциальное 
уравнение изгиба имеет вид:

E f y " ( t ) = M ( t ) .  (6.1)

Рис. 6.1. Решение должно удовлетворять
краевым условиям: при £ = 0  у = 0; 

при t =  l у = 0. Здесь Е У  — жесткость балки, / — длина 
балки, M ( t ) — изгибающий момент, у  — прогиб, у ' — угол пово
рота сечения балки. Смысл краевых условий в том, что проги
бы концов балки, лежащих на опорах, равны нулю.

Свести эту краевую задачу к задаче Коши — значит найти 
такое # ' ( 0) =*/о , зависящее от */(/), чтобы решение уравнения 
(6.1) совпало с решением задачи Коши

E V y r { t ) = M ( t ) % у (  0) = 0, y ' ( 0 ) = y o .

К настоящему моменту времени для воспроизведения реше
ний краевых задач на ЭВМ не существует общей теории. По
этому далее будут изложены некоторые частные приемы и ме
тоды приближенного и точного сведения краевых задач к зад а 
че Коши в предположении, что решение цассматриваемых крае
вых задач существует и единственно.

§ 2. Методы проб

Изложим два метода проб на примере краевой задачи у " =  
=  ф [/ ,  у, у ' ]9 у(0) = у 0> у ( Г ) = у . .  Решение ее отыскивается
внутри интервала Цель редукции — найти такое */о»
зависящее от у ^  чтобы решение задачи Коши y"  =  Q>[tt у , y ' ]k
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/
£/(0 )= Уо , у ' ( 0 ) = у о  совпало с решением исходной краевой 
задачи.

Первый метод проб состоит в том, что на АВМ воспроизво
дится решение ряда вспомогательных задач Коши */"=»
“ ф[/ ,  У, у ' ] ,  У ( 0 ) — Уо, для у ' ( 0 )  — пги m 2 т,  где т и
iщ , . . т и . . .  — произвольно взятые величины. Каждое реше
ние воспроизводится до момента t = t \  и при этом фиксируют
ся значения y ( t * ) = y mU у т2, . . Ути . . .  Графики интегральных 
кривых изображены на рис. 6.2. Из-за произвольного выбора 
значений у'(О) ни одна из интегральных кривых не прошла че
рез заданную точку (Г, у ♦). Результаты работы АВМ можно 
отобразить в виде функции y ( t * ) = F ( m ) ,  представленной 
таблично:

У' (0) 3 т 2 . . .  \ т }

y( t*)  ̂
1  

2 У m2 • • • \упц

или в виде графика, показанного на рис. 6.3.
Располагая функциональной зависимостью у{Р)  = F ( m ) t 

можно найти искомое у о, соответствующее у>, либо численно 
(путем интерполяции), либо графически, как это показано на 
рис. 6.3.

Изложенный метод проб неэкономичен из-за произвола в 
выборе значений т и т 2, . . т» . . .

Второй метод, который получил название метода проб и по
правок,  более рационален. При его использовании после двух 
первых произвольных значений Ш\ и tn2 следующее значение пгг 
выбирают не произвольно, а с учетом уже полученных резуль
татов.

Графическая интерпретация метода проб и поправок д а 
на на рис. 6.4. Точка 1 имеет координаты (mi, y m\). Соответ* 
ственно точка 2 — координаты (m 2i у тч)- Эти точки / и 2 соеди
няются прямой линией до пересечения с прямой у{Р)=У*%
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Абсцисса точки пересечения является следующим значением 
которое, вообще говоря, расположено ближе к искомому у 0 , чем 
т х и т 2. Д ля  полученного значения т 3 воспроизводится реше
ние на АВМ и определяется значение у тг• Это позволяет на
график нанести точку 3 с координатами ( т 3, у т3). Соединяя

гочку 3 с точкой 2 прямой до 
пересечения с прямой y ( t ' ) = y *, по
лучаем следующие значения т 4. 
Улучшенные значения /л3, т 4, , , .  не 
обязательно находить графически. 
Из рис. 6.4 видно, что т г как абс
цисса пересечения двух прямых 
равна

т 3 =  т г +  ( т 2 — т г) — — .
У  m2 —  У т  1

Соответственно для некоторого k-ro шага процесса уточнения 
получим:

У *  У т  k — 2
тк =  т к- 2  +  ( m - i  — т - 2) Ут k—1 Ут k—2

Так чередуют решение задачи на АВМ с уточнением значения 
у ' (0) до тех пор, пока для некоторого т  соответствующее ему 
у т мало отличается от у ♦.

Оба метода можно рассматривать как способы решения урав
нения y* =  F ( m ), корнем которого является искомое у о. Не имея 
аналитического выражения F ( m ) y информацию о функции 
y ( t * ) = F ( m )  получают экспериментально с помощью АВМ.

В принципе методы проб годятся для редукции любых гра
ничных задач к задачам Коши. Однако эффективность этих ме
тодов наталкивается на порядок дифференциальных уравнений. 
Чем выше порядок, тем сложнее поиск неизвестных начальны* 
условий. Так, при изучении изгиба балки, лежащей на упругом 
основании, приходится проводить редукцию краевой задачи:

E & y iy+ k y = q ( t ) ,
У ( 0 ) = У ' ( 0 ) = У ( 1 ) = У " ( 1 ) = 0 ,

где E2f — жесткость балки; k — «коэффициент постели», харак
теризующий реакцию упругого основания на балку; q(t )  — 
распределенная плотность нагрузки; / — длина балки. Краевые 
условия определяются способом заделки концов балки. Условия 
1/ ( 0) = ( / ' ( 0) — у(1) = у " ( 1 )  = 0  означают, что левый конец бал
ки защемлен, а правый опирается на опору. В процессе редук
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ции необходимо решить систему уравнений относительно и " ( 0) 
* У " ' {  0):

y " ( l ) = f \ [ y " ' ( 0 ) ,  У " ( о ) ] = о ,

■ y ( l ) = f 2 [y"'( 0 ), у " { 0)]  = 0,
где (\ и f 2 — некоторые функции двух переменных, аналитиче
ский вид которых неизвестен. Информация об этих функциях 
должна быть получена путем проб с помощью АВМ.

Часто бывает так, что система уравнений для определения 
недостающих начальных условий имеет какой-либо специальный 
вид. В таких случаях, используя конкретные особенности систе
мы уравнений, удается порой довольно просто провести редук
цию. В качестве примера приведем краевую задачу

у ( 0) = у ( 1 )  = у " ( 0 )  = у "  (I) = 0.

Она описывает изгиб балки длины /, лежащей на двух опорах. 
Балка изгибается под действием сплошной нагрузки плотности 
q( t ) .  Жесткость балки — переменная и меняется в соответствии 
с выражением Е У (( ) .  В этой задаче в процессе редукции при
ходится разрешать систему уравнений относительно у ' ( 0) и
г Г (  0):

у "  (I )  = f \ [ y " / ( Q) ]  = о ,  

y ( l ) = h [ y " ' W ) *  у ' ( 0 ) ] = 0 .

Система имеет специальный, так называемый треугольный вид. 
Проводя редукцию, целесообразно начинать с определения не
известного у (0) путем решения первого уравнения, после чего 
второе уравнение будет содержать только одно неизвестное 
У'(0).

§ 3. Линейные краевые задачи (метод комбинаций)

Для краевых задач, описываемых линейными дифференци
альными уравнениями, существует метод, позволяющий свести 
редукцию краевой задачи п -го порядка к решению п вспомога
тельных задач Коши. Изложим этот метод применительно к 
уравнению второго порядка с переменными коэффициентами

y ”- \ - k \ ( l ) y ' + k 2( t ) y = f  (t) , (6.2)

и с краевыми условиями y ( 0 ) = y 0, y ( t * ) = y ♦, где 0 и t* — гра
ницы интервала, на котором отыскивается решение. Напомним, 
что наша цель — найти начальное условие у ' ( 0 ) = у о -



Уравнение (6 .2 ) — второго порядка, поэтому потребуются 
две вспомогательные задачи Коши:

первая: у[ +  kx (t) у\ +  k2 (t) у х =  f  (t)>

Уi  (0) =  yQ, y'\ (0) =  0;

вторая: y\  +  k x (/) y 2 +  k 2 (/) y 2 =  0,

i/2 (0)  =  0 ,  i/2 (0 )  =  1.

Их решения воспроизводятся на АВМ до момента t = f  и нахо
дятся значения tj\(t')  и */2( П .  через которые выражается иско
мое у  о. Найдем выражение для определения */0\  Д ля этого об
разуем линейную комбинацию из решений

y( t )  =  y i ( t ) + y ' o y 2(t), (6.3)

где у  о — искомое начальное условие. Линейная комбинация
(6.3) удовлетворяет уравнению (6.2) и начальным условиям 
у ( 0 )= У о ,  * / '(0)=*/о. Д ля того, чтобы (6.3) удовлетворяло, кро
ме того, и краевому условию y ( t ' ) = y . y необходимо соответству
ющим образом подобрать у  о. Д ля момента t = t *  выражение
(6.3) дает уравнение относительно искомого у0 : у ( Р )  = у { (Г) -}-
+  УоУ2( П ,  отсюда у  о ' = [ y — y \ { t ' ) ] l y 2{t').  В правой части все 
величины известны: у. —  по условию задачи, y\{t ' )  и £/2( П  — 
в результате решения на АВМ первой и второй вспомогатель
ных задач Коши.

Когда встречаются линейные краевые задачи более высоко
го порядка, определение недостающих начальных условий по
лучается в результате воспроизведения решений на АВМ ряда 
вспомогательных задач Коши с последующим решением систе
мы линейных алгебраических уравнений относительно искомых 
начальных условий. Подробнее с этим можно познакомиться, 
пользуясь любым учебником по численным методам, в разделе 
решения краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений.

Для линейных дифференциальных уравнений некоторых спе
циальных видов число вспомогательных задач Коши, необходи
мых для проведения редукции, может быть и меньше порядка 
исходного дифференциального уравнения. Покажем это сначала 
на примере краевой задачи, часто встречающейся в сопротивле
нии материалов:

y " ( t ) = f d ) ,  у ( 0 ) = у 0, у ( П = у , .  (6.4)

Оказывается, что для определения неизвестного у ' ( 0 ) = У о  дос
таточно иметь вместо двух всего одну вспомогательную задачу
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Коши

у\ (t) =  /  (t), у [ { 0) =  0, у,  (0) =  9о. (6.5)

Действительно, общее решение уравнения (6.4), представлен
ное через неизвестное у& будет

t t
y U ) = y ' o t  +  j d t j f ( t ) d t + p t

ИЛИ
y( t )  =  Ж  +  !ь( / ) ,

* /
где (t) =  j  dt  J /  (/) dt  +  Уо — решение вспомогательной зада-

0 о
чи Коши. Из (6.6) для момента времени t = t * имеем выраже
ние для определения неизвестного у о!

у0 =  ! * = Ж П .  (6.7)

Теперь рассмотрим линейную краевую задачу четвертого по
рядка:

y " ( t ) = f i ( t ) ,  у ( 0 ) = у 0, у ( Г ) = у „
z " ( t ) = f 2 ( t ) y ( t ) ,  z ( 0) = z 0, z{ t ' )  = z . .

Редукция этой задачи к задаче Коши требует всего двух вспо
могательных задач Коши. Первая вспомогательная задача
Коши совпадает с (6.5), и искомое уо определяется по (6.7).
Вторая вспомогательная задача Коши:

f  it) =  / ,( /) ,  У ( 0 ) = У »  !/ (0)=У'о,

г\ (t) =  / 2 (0 У (t), г[ (0) =  0, гх (0) =  г0,
z* —zT(/*) 

отсюда искомое г0 = -----75------- .
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§ 4. Вопросы

1. Почему АВМ воспроизводит решение дифференциальных уравнений, 
заданных только в форме задачи с начальными условиями? (Рассмотреть ра
боту интегратора.)

2. В чем состоит редукция краевой задачи к задаче с начальными усло
виями по методу проб и поправок? Чем ограничивается применимость этого 
метода?

3. Какие приемы существуют для редукции линейных краевых задач к за 
даче с начальными условиями?
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ВОСПРОИЗВЕДЕНИЕ НА АВМ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

§ 1. Уравнения в частных производных

В этой главе рассмотрим приближенный способ воспроизве
дения на АВМ решений дифференциальных уравнений в частных 
производных на примере линейных дифференциальных уравне
ний вида

л д2ц I оо  д2и I п д 2и , „ ди . и дц . п . ч
дх2 ^  дхду ^  ду2 ^  дх +  ду +  си ~  ?  (х > У)> (7-1)

где Л, В , С, а, Ь , с — заданные коэффициенты, которые могут 
быть постоянными или некоторыми функциями аргументов х, у; 
F ( x , у ) — заданная функция переменных х н у .  Решение и (х , у )  
уравнения (7Л) должно удовлетворять (7Л) в некоторой облас
ти переменных х, у, граница которой задается уравнением 
Г(х, у)  = 0.

В зависимости от знака дискриминанта D = A C — B 2 уравне
ние (7Л) относят к одному из типов: эллиптическому ( D > 0), 
параболическому (0  =  0), гиперболическому ( D < 0), смешанно
му, когда О не сохраняет знак в заданной области, ограничен
ной кривой Г(х, у) =  0.

К уравнениям эллиптического типа принадлежит уравнение 
Пуассона

g  + $  =  f < * , 0  (7-2)

и его частный случай уравнения Л апласа (F ( x , j / ) = 0 ) .  Уравне
ние (7.2) описывает стационарные процессы, связанные с изги
бом пластин и мембран, с кручением стержней, со стационар
ным распределением температуры в пластинах и т. д.

К уравненйям параболического типа относится уравнение 
теплопроводности (диффузии)

% - a ? d̂  =  F { X, t ) .  {7.3)

Уравнение (7.3) описывает нестационарное распределение тем
пературы вдоль тонкого однородного стержня. Решение и(х,  t ) 
представляет собой температуру сечения стержня с координа
той х в момент времени t .
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Пр имером уравнения гиперболического типа может служить 
волновое уравнение

д2и од'^и ~ л\
dt2 а  дх2 ~  ^ ^

которое описывает свободные колебания однородной струны. Р е
шение и { х , t) уравнения (7.4) физически представляет собой 
поперечное смещение струны в сечении х для момента времени t.

В инженерной практике встречаются дифференциальные 
уравнения в частных производных, порядок которых больше 
двух. Так, прогиб балки переменной жесткости ESf (х) под дей
ствием сплошной нагрузки, плотность которой q ( x t t) меняется 
во времени, описывается дифференциальным уравнением четвер
того порядка с переменными коэффициентами

1р Е у ( х ) ^ + $ ( х ) ^  =  q (х, i),

где х  — координата сечения балки, t —  время, и ( х , t ) — прогиб 
балки в сечении х в момент времени ty ф(л;)— заданная функ
ц и я ,  учитывающая плотность распределения массы вдоль балки.

При решении дифференциальных уравнений в частных 
производных (7.1) встречаются следующие три типа краевых 
задач.

П е р в а я  к р а е в а я  з а д а ч а  (задача Д ирихле). Решение 
и (х у У) уравнения (7.1) па границе области должно совпасть с 
некоторой наперед заданной функцией ср(я, у ) у т. е. иг {х, у) —
— ф(*. У)-

В т о р а я  к р а е в а я  з а д а ч а  (задача Неймана). Решение 
и (х > У) уравнения (7.1) должно быть таким, чтобы его нор
мальная производная ди/дп  совпала бы на границе области 
Г(л, у) с некоторой наперед заданной функцией ф(х, у ), т. е. 
{ди/дп)г= ф ( я ,  у) .  Кроме того, решение и ( х , у)  должно принять 
заранее заданное значение т  в некоторой заданной точке х*у* 
области, т. е. и (х * у у * ) = т .

Т р е т ь я  к р а е в а я  з а д а ч а  является задачей смешанного 
типа. На границе области Г (я, у ) =  0 задается линейная комби
нация значений функции и ( х , у) и ее нормальной производной 
а ( д и / д п ) г+ $ и г (х, у) =<р(*, у) .

Существенно, что наряду с краевыми условиями решения 
некоторых дифференциальных уравнений должны удовлетворять 
дополнительным так называемым начальным условиям. Такая 
терминология принята для дифференциальных уравнений, опи
сывающих нестационарные физические процессы, т. е. такие, ко
торые протекают и во времени, и в пространстве. При этом ус
ловия, относящиеся к начальному моменту времени, называют 
начальными, а условия, относящиеся к фиксированным значениям

9 А. С. Урмаеа
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пространственных координат,— краевыми. Так, например, реше
ние уравнения теплопроводности (7.3) применительно к стерж
ню длины / может отыскиваться для таких условий: началь
ного условия и ( х , 0 )= с р (х )  (распределение температуры вдоль 
стержня для момента времени t = 0), краевых условий u(0, ' t )  =  
=  ф1 (t) (температура левого конца стержня меняется во вре
мени как ф1(0 ) 11 и(/, / ) = ф 2(/) (для правого конца стержня).

Решения дифференциальных уравнений в частных производ
ных на АВМ воспроизводятся приближенно, путем реализации 
решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений, ап
проксимирующих исходные уравнения в частных производных. 
Наиболее просто на АВМ можно получить решение для первой 
краевой задачи, заданной в прямоугольной области.

§ 2. Выражение производных через значения функции

Основу аппроксимации дифференциального уравнения в 
частных производных системой обыкновенных дифференциаль
ных уравнений составляет приближенная замена частных про
изводных некоторыми выражениями, содержащими лишь от
дельные значения функции. Эти выражения в математической 
литературе называют формулами численного “ дифференциро
вания.

Существует множество способов приближенного представ
ления значения производной в некоторой точке через значения 
функции, взятые для отдельных дискретных значений аргумен
та. Наиболее просто отыскиваются формулы численного диф
ференцирования для случая равноотстоящих значений аргумента.

Сначала выявим метод получения выражений производных 
различного порядка через значения функции на примере функ
ции и(х)  одного переменного х, а затем распространим этот 
метод на функции большого числа переменных. Пусть для дис
кретных значений аргумента, взятых с шагом h\

x . i = x 0—/г, x0t x l =  x Q-\-hJ 

даны соответствующие значения функции и(х)  
u ( x - i ) ,  и{х  о), и(х  О.

Д ля  значений функции и ( х - 0  и и ( х {) существуют представле
ния в виде ряда Тейлора:
« ( х _ , )  =  и ( х 0- А ) »

~  и (хи) — hur (х0) +  у р  и" (х0)— -gj- и!" (хп) +  • • •» (7-5)

г « (* ,)  — u ( x Q+ h )  «  з
и (х0) +  /ш' (х0) +  Tjj- и" (.’Cq) +  p p  и (хо) +  • • • (7-6)



Вычитая из выражения (7.6) выражение (7.5), получаем
из

и (Ах) — и (a_i) =  2hu! (х0) +  -3-  и'" (х0) +  

отсюда значение первой производной в точке х 0 будет равно

«' (х0) =  [ ч (хг) -  и (х2) ] -  ^  и'" (е), (7.7)

где хо—h<Ce<Xo-{-h.  Значение производной, вычисленное до 
этой формуле, тем точнее, чем меньше величина шага й.

Сложим выражение (7.5) с выражением (7.6):

и (x - i )  +  и (хх) =  2и (х0) +  h 2u" (х0) +  u IV (х0) +  . . . ,  

отсюда значение второй производной в точке х 0 будет равно

(*о) =  -р- [м (* - i)  — 2« (х 0) +  и (хх)] — 4 2 uIV (е)> (7.8)
где x 0- h < e < x 0-i-h.

Оба выражения (7.7) и (7.8) позволяют получить значение 
производной с точностью порядка й2. Однако, как легко зам е
тить, если и(х)  — многочлен второй степени, формулы даю тточ- 
ные значения производной, так как при этом u"f (x0), uiw ( x q )  и 
т. д. тождественно равны нулю.

Значение производных и ' ( * 0) и и " (х0) найдены для централь
ной точки x q . Однако не представляет особого труда найти вы-, 
ражения производных и для других точек х- \  и Х\. Мы не бу
дем здесь делать подробные выводы, а сразу приведем оконча« 
тельные формулы численного дифференцирования. В этих 
формулах для равноотстоящих значений аргумента

X q Х \ = Х о-f-Й, X 2 ~ X q- ^ - 2 Й, .  ,  X^  =  X q - \ ~ j h 9 .

соответствующие -значения функции и производной обозначены! 
u ( * q) =  Uq> u ( x x ) =  u v  u (x 2) =  u v  u(Xj) =  Uj, . .

^  ( * ^ o )  ^ 0 »  ^  ( ^ l )  =  ^ 1 »  ^  ( * ^ 2 )  = =  ^ 2 »  •  •  •  1 ^  ( X j )  t l f  1 •  •  t

Формулы дифференцирования в зависимости от точности от-* 
личаются числом значений функции и(х ) ,  используемых для 
подсчета значения производной и' (х)  в некоторой точке х f.

Три значения функции
uq =  [—3 и0 +  4их — и2] Н— 3- иш (е0),

к ‘ =  4h  1 ~  Ыо' +  "а! — Т "  (ei) >' (7-9)

и2 =  1«0— 4их + 3 и 8] -)— g- Ww (б2)»'

где лг0< е 0< л :2; Jc0< e i < л :2; х0< е 2< х 2.
В*
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U o  = ■-ВГ1- 1 1 Цу + 18ц, — 9ц2 ф 2&31— А 8

4
„IV (^0)»

и[ = 2 и0 — Зц, + 6 ц2 — ив 1+
А 3

12 и™ (ei).

U 2 = бл- ! и0 — 6ц, + Зц2 + 2ц31— А*
12 и " <е2).

«з = ьн 1 2 и0 + 9ц, — 18ц2 + 11ц3] +
Нъ
4 иIV (ез)»

где Х о < е о < * 3; x0< e i < * 3; х0< г 2< х ъ\ х0< е 3< * 3. 
Пять значений функции

ц0 = T2A*“-  25 Ц0 + со j: — 36 « 2 + 16ц3 — Зц4] + h>
5 и * (еУ).

и[ = Т2А - Зц0 — Ю щ + 18 «j — 6ц3 + ц4) — А4
20 av (*i)>

U‘2 = I2a' и» — 8 иг + 8ц з— Ц4) +
hl
30 цу (e8),

Ц3 = Т2Л * '~  w0 + 6 ц , — 18ц, + 10ц3 + Зи41— /24 
20

и* (e3).

U\ = 1 . 
12Al Зц0 — 16 И! + 36 ц2— соОО + 25ц4) +

hA
5 u v (̂ 4) 1

(7.11)
где х0< е 0< * 4 ;  * o < e i < x 4; х0< е 2< л г4; * о < е 3< * 4 ;  Х о < е4< х 4.

Выражения производных можно было бы продолжить и д а 
лее для большего числа значений функции.

Легко заметить, что производные можно записать в ином, 
более компактном матричном виде. Действительно, все форму
лы дифференцирования представляются в виде

а ' ^ — Ми ,  (7.12)

где и'  и и — «-мерные векторы, а М — квадратная матрица 
л Х « .  п — число значений функции и( х) .  Для выражений (7.9)

вектор и' — (ио, Ы|, uz)’ вектор и =  (и0, и\, «2)> а матрица

[— 1,5 2 — 0.5П
- 0 , 5  0 + 0 ,5

0,5 — 2 1.5 J

Из матричного равенства (7.12) легко усматривается способ 
отыскания выражений для производных более высокого порядка.



Действительно,
u ' ' ^ - ^ М и '  =  ± - М 2и .

И вообще,
и Ю ^ - ^ М * и ,  (7.13)

при этом, конечно, 1 ^ £ ^ / г — 1.
Важно, что значения производных будут точны для алгебра

ических многочленов и( х)  порядка не выше /г— 1.
Вычисление значений частных производных ничем не отли

чается от вычисления значений производных функции одного 
переменного. Так, значения частной производной и у (х , у)  в
точках

Уо\ х, у и  х у у х 9 у п. х

в соответствии с (7.12) будут выражаться равенством

Щ (ху У ) & 4 -  М и  (*• У) >Пу

где и у (х} у) =  \иу (а, у0), иу (х, у г) , . . . ,  иу (ху у п- \ ) \ *—п-меруый 
вектор значений производных; и ( х у у) =  [и ( ху yo)t и ( х у у х) у . . .
. .  и ( х у у п- \ ) ] — м-мерный вектор значений функции, М -  . квад
ратная матрица порядка пУ^п\ hy — шаг по аргументу у.

Если же необходимо найти вторую частную производную по 
гргументу у, то соответствующее выражение представляется р а 
венством

а 1 ~  М 2и (ху у ),
У

где и и (х, у) =  1иу (х, у0), щ  (ху £/х) , . . . ,  иу (х, у п- О]. И вооб^
ще. частная производная порядка k по аргументу у будет выра
жаться через значения функции в соответствии с (7.13):

(х, у).

Часто бывает полезно иметь выражения производных через 
значения функции, заданные в узлах некоторой прямоугольной 
сетки размерности пу^т:
Xq> Xi =  Xo~^-hXt X2 =  Xq-\-2hXi .. .

. . . ,  Xj=Xo-\-jhxy . . . ,  x n-\ =  Xq-\- {n— l ) h m

Уо* У \  =  У о - \ -Ь уу  У 2 = У о - \ - <2‘Ьу> •••
• • •» У 1— У 0 • • •» У т - \  =  У о - \ -  ( n i —  1) h w,

Легко можно заметить, что необходимые выражения могут быть

§ 2] ВЫРАЖЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ ЧЕРЕЗ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 133
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просто записаны в виде матричного равенства 

\и'х(х, у)] =  у)I,

где

{ 7 . 5 4 ;

[»* (*. У)} =

I»  (X, у)]

“ х  ( * о .  У в )  “ х  ( « и .  У \ )

и ' х ( х х , у „ )  и х ( х х , у х )  . . .

и х ( х 0 , y m _ t )

«X <*!• l)

_  « * ( * „ _ ! •  У о )  У х )

и  ( X 0 ,  y 0 )  и  ( * 0 ,  У х )  . . .

u ( x i t  У о )  и ( Х х , У х ) . . .

U x ( x n _  „  y m _ { )  

U [ x 0 , x m _ x )

u ( X x , y m _ x )

_ u ( x n _ v y 0 )  и ( х п _ х , У х ) . . .  U { x n _ i t  y m _ , )

Перейдем теперь к формулам дифференцирования для сме
шанных производных. Д ля  простых случаев, когда используется 
малое число значений функции, смешанные производные можно 
получать прямо подстановкой формул (7.9), (7.10), (7.11) друг 
в друга. П окажем это на примере нахождения иух( х у х )  при 
условии, что значения функции заданы в узлах прямоугольной 
решетки размерности 3X 3. В соответствии с (7.7) будем иметь:

u ’v * ~ W  1“ * (*i>  »*) “  “ « (x i> У о ) ] »

[и (х2, у2) — и (х„, у 2) — и (х2> уп) +  и (хп, у„)\.

Более общие формулы дифференцирования для произвольного 
узла решетки можно получить в виде матричных выражений

[иух (х, у)] =  - Д р  М [ и ( х ,  у)\т ЛГ,  (7.15)
У х

где верхний индекс «т» означает знак транспонирования

[и 'ух  (X, у)]  =

\и  (х, у)] =

и у х  ( * о >  У в )  

и у х  ( х 0 . У х )

V  (*i- у о)
и"у х ( Х х ,  У х )  . . .

и у х ( х п _ р  г / о )

У х )

1

_ ^ух  (^0» Уп—l) Уух (^1* Уп—l)

“  ( * о .  У о )  и  ( Х о ,  У х )

и  (Хх, у  о) и  { Х и  У х )

(*ft—I ’ '̂1— _
и ( Х о ,  У п - 1 )  

и  ( * i ,  У п  i )

_ и ( х п - х , У о )  и ( х п _ х , У х )  . . .  и ( х п _ 1,  у п _ { )  _

Формулы (7.14) и (7.15) легко обобщаются на случай произ
водных более высокого порядка.
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§ 3. Аппроксимация уравнения в частных производных 
системой обыкновенных дифференциальных уравнений

Приближенная замена одного дифференциального уравне- 
ния в частных производных системой обыкновенных дифферен
циальных уравнений получила в прикладной математике назва
ние «метод прямых». Изложим этот метод на' примере уравне
ния Пуассона.

Пусть необходимо воспроизвести на АВМ решение диффе
ренциального уравнения Пуассона

д2и (х, у) д2и (х, у) 
д х 2 г  ду- f ( x , y ) (7.16)

путем сведения его к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Решение и(х,  у)  уравнения Пуассона отыскивается 
для прямоугольной области 0 < л : < а ,  0 < у < Ь у на контуре ко
торой (рис. 7.1, а ) )  и ( х , у)  должно удовлетворять краевым ус- 
ловиям и(0, y)=q>i (y) ,  и (а, у ) — (р2(у),  и (х, 0) =  ф4(х), u(x ,b )= *  
=  ( р 3 ( Л ' ) .

В соответствии с методом прямых в области проведем ряд 
горизонтальных параллельных прямых на расстоянии h друг от 
друга (рис. 7.1, б ) ) .  Пусть число проведенных прямых п. Реш е
ние исходного уравнения (7.16) справедливо для любой точки 
области, а 'следовательно, и для любой из проведенных прямых.

Пусть координата у , соответствующая /-й прямой, обозначе
на через Уу Тогда, очевидно, для /-й прямой справедливы р а 
венства

д 2и ( х , у } ) d 2U j ( x )
' дх* =  , где и, (X) =  и (X, у,) 5

'  9 “dy* y>)' ~ W ^ ui - { W  ~  2ui W  +  “ /+1
где

m,_i(x) = и ( х ,  ul+l( x ) = u ( x ,  y,+i); f ( x , y j) = f i (x).
Подставляя соответствующие выражения в уравнение (7.16), по* 
лучаем краевую задачу для системы обыкновенных дифферен
циальных уравнений:

d 2 и ' ( х )  1
+  -р- [И/ - 1  (х) — 2Uj (х) +  И/+1  (х)] =  fj  (х);

ЫД0) = ф 1 {уд =Ф и; и ,-(о )= ф 2 (^ )= ф 2 л  (7.17)
где / =  1, 2, 3, . . . ,  п. При этом « о ( х ) = ф 3(х), и п+\ (х) = ф 4(х). 
Реш ая эту систему, получаем решение в виде п функций одногб 
переменного щ ( х ) щ



180 УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ (ГЛ. t

Составим структурную схему АВМ для воспроизведения ре
шения системы (7.17), когда п =  3, т. е. в области проведены 
три прямых. Роль независимой переменной вместо х  в АВМ

> * -
программный 
останов noУ-----

a
услодаю i -а

в)
Рис. 7.1.

будет играть переменная t — время. В соответствии с (7.17) си^ 
стема обыкновенных дифференциальных уравнений будет:

ил (t) =  U Ц) +  трг I — ч>8 (*) +  — М*)1;

uUt)  =  f 2 (t ) +  р - | — ил (/) +  2u.z (t) — «,(*)!;

ЫЗ (t) =  /з U) +  -p -1— u2 (t) +  2U3 (t) — (t)J
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с краевыми условиями

и \ ( 0 )  = ф ц ,  М 0 ) = ф 1 2, ^ з ( О )  = ф 1 3,

« 1 ( а ) = ф 2 Ь  и 2 ( а ) = у 22> « з ( « ) = ф 2 3 .

Получению решений этой системы должна предшествовать 
редукция краевых условий и {(а),  и2(а),  и3(а) к неизвестным на
чальным и iiO), и2(0), из(0).

Структурная схема АВМ, соответствующая системе диффе
ренциальных уравнений, представлена на рис. 7.1, в) .  Схема 
содержит три сходных цепочки интеграторов. Между цепочка
ми имеются связи, места входа и выхода которых обозначены 
соответствующими надписями. В схеме предусмотрено программ^ 
ное прерывание воспроизведения решения по условию t =  a.

§ 4. Пример программирования АВМ для исследования 
нестационарного распределения температуры

1. Постановка задачи. Толстая однородная стенка большой 
площади разделяет две среды с разной температурой (рис. 7.2): 
слева — среда, температура которой меняется во времени как 
Ф)(0» справа — как ф2(/). Толщина стенки /.
Требуется воспроизвести на АВМ распределе
ние температуры для внутренних точек стен
ки при заданных функциях ф1 (/) и ф2(^).

Прежде всего введем математические пере
менные, с помощью которых описывается рас
пределение температуры по глубине стенки.
Для этого перпендикулярно стенке проведем 
ось у. Температура внутренних точек стенки — 
функция двух переменных: времени/ и коор
динаты у, т. е. v ( y , /). Точки стенки, лежащие 
на одной вертикали, имеют одинаковую тем
пературу (изотермичны), вследствие большой площади стенки и 
ее однородности.

Функция v ( x t у)  удовлетворяет уравнению теплопроводности
dv К д2и

Рис. 7.2.

dt с дуа * (7.18)

где К — коэффициент теплопроводности, с — удельная объемная 
теплоемкость стенки. Решение уравнения (7.18) должно соот
ветствовать краевым условиям п(0, 0 = < P i (0 »  v (l> 0 = ф 2(0 и 
начальному условию v(y> 0) =  Т(у ) .

Здесь Т ( у ) — некоторая заданная функция, характеризую
щая распределение температуры по толщине стенки в первона
чальный момент времени.
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2. Аппроксимация уравнения теплопроводности системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Д ля  отыскания 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, аппрок
симирующих уравнение (7.18), разобьем стенку вертикальными 

линиями на ряд слоев одинаковой толщины. 
При пересечении вертикальных прямых с 
осью у  образуется ряд точек. Д ля  каждой из 
этих точек температура будет лишь функцией 
одной переменной — времени. Будем считать, 
что точки на оси у  расположены друг от 
друга на небольшом одинаковом расстоянии h  
(рис. 7.3). Подставим координату у, некото
рой точки j  в уравнение (7.18): 

dv (t/y, t)   х d2v {yjt ()
~  с

Если обозначить 

Частная производная

v{yi,  О

d2v ( y j , t )  
д у 2

dt с ду3

через V j ( t ) ,  то

(7.19)

dv (уj, t) dvj (t)
dt dt  •

приближенно может быть вы

ражена через значения функции v ( y ,  t )  в точке у> и в двух со
седних с ней точках / + 1  и j — 1 формулой

d'lv (У], t)
д у * - 7 3 -  [у / + 1  (О —  2 v j  (О +  V i - 1  (0 1 .

где
Oj+1 ( 0 =  0 ( ^ + 1, 0 ;  V j - i ( t )  = v ( y j - u  0 *

G учетом этих выражений (7.19) превратится в обыкновен
ное дифференциальное уравнение первого порядка:

dvj (/)
dt

(.1 [ Vj . и  (t )  — 2 Vj  (t )  +  V j - i  ( /) ] ,

- (0) =  T  (tjj) =  Tf,  p. —

Таких уравнений будет столько, сколько точек было выделе
но на оси. Если точек д, то все уравнения вместе составят систе
му из д обыкновенных дифференциальных уравнений, которая 
аппроксимирует уравнение (7.19):

dvi (t)
— 5 7 -  =  Р №/-и ( 0  — 2vj (О +  v i - 1 (0 1 .  (7-20)

e»j(0)‘=  Tyf t> o (0= < p i(0 ;  v n+\ (0  =ф2(0 '>  / = 1 . 2 , . .  „ п .
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Особенность системы (7.20), в том, что она представляет 
собой задачу Коши.

3. Структурная схема АВМ. Структурная схема АВМ, вос

производящая решение системы дифференциальных уравнений 
(7.20), показана на рис. 7.4. Схема экономична: на воспроизве
дение каждого уравнения системы требуется всего один 
интегратор. Прямоугольниками на схеме показаны некоторые 
схемы АВМ, воспроизводящие заданные функции времени cpi(0 
и ф2(0 -

4. Масштабирование переменных. При масштабировании 
переменных следует иметь в виду, что температура внутрен
них точек стенки не может превосходить величин темпера- 
ТУР ф ! (0 .  ф2 ( 0  •

§ 5. Интерполирование при воспроизведении 
решений уравнений в частных производных

АВМ воспроизводит и ( х , t) — решение некоторого дифферен
циального уравнения в частных производных лишь для отдель
ных фиксированных значений аргумента

*о, xi =  x 0+ h t . . . ,  X j = X o + j h 9 . . . ,  х н =  х 0+ n h ,

в виде совокупности функций
и ( х о, t),  и ( х и  t),  . . . ,  u(xjt t),  . . . .  ii(x,„ I).  (7.21)!

Часто бывает необходимо по (7.21) получить решение и(х ,  /) 
для произвольного значения аргумента х — х* из Интервала 
[*о. д:п]. Искомая функция и(х*,  /) может быть найдена путем 
интерполирования, для чего следует построить специальную схе
му — интерполятор, реализующую какую-либо интерполяцион-



пую формулу например, интерполяционную формулу Л а г 
ранжа

у™0 (XJ—Xo)(Xj—xl ) - - ' ( xj—xj-\ )(Xj—Xj+l) . . . (Xj—xn) i

(7.22)

Формула Л агр ан ж а представляет собой многочлен степени я, 
значения которого совпадают со значениями функции и ( х , /) 
в точках х 0, Х\. . . х,, . ., х„. Это совпадение дает основание 
предполагать, что и для других значений аргумента соответст
вующие значения интерполяционного многочлена (7.22) и функ
ции и ( х у t) будут достаточно близки друг к другу. П редполага
емая близость этих функций позволяет вместо неизвестного зна
чения функции и ( х *, t) воспользоваться тем значением, которое 
принимает интерполяционный многочлен в х *. В специальной 
математической дисциплине, получившей название теории интер
полирования и приближения функций , излагаются методы по
строения и исследования разнообразных интерполяционных 
формул. Мы здесь предпочли интерполяционную формулу Л а г 
ранжа другим лишь потому, что по ее внешнему виду просто 
выявить структурную схему интерполятора. Действительно, фор

м у л а  Л агр ан ж а может быть записана в виде суммы произ
ведений:

L ( x * , t ) =  S  aj (**) и (xj, /), (7.23)
/=о

где dj(x*)  — постоянный коэффициент, равный:
/ *Ч ( х * — х о) (**~*i) • • • (**-*/-1) (**—*H-l) • - • ( Х*— Хп) 

а 1'<Х '  “  (Xj— X0) (*;— * 1) . . • (*,— * / _ ! )  (х;— Х/Ч1) . . .  (Xj— Xn)
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(7.24)

Запись интерполяционной формулы в виде суммы произве
дений сразу наводит на мысль, что в качестве интерполятора мо
жет выступать самый обыкновенный сумматор на п-\-\ вход. 
Входной переменной сумматора по /-му входу будет известная 
функция и(х,,  t) ,  а коэффициент передачи сумматора по /-му 
входу зависит от заданного значения аргумента х = х *  и может 
быть вычислен по формуле (7.24).

Конечно, кроме сумматора могут потребоваться еще и инвер
торы, так как коэффициенты аДх*) не обязательно будут иметь 
одинаковые знаки.

Некоторая громоздкость выражения (7.24) внешне создает 
впечатление значительных затрат вычислительного труда по оп
ределению коэффициентов яДх*). В действительности это не



ЗАДАЧИ 141

так. Обычно в практике интерполяционный многочлен строят 
не по всем м + 1  значениям функции и ( х , t ) t а лишь по трем- 
четырем точкам, ближайшим к х*. Отметим, что, когда интер- 
полирование осуществляется по трем значениям функции и (х, t ) 9 
интерполяционный многочлен будет второй степени.

§ 6. Задачи

1. Записать формулы (7.10) в виде одного матричного выражения. Пока
зать, что при этом четвертая степень матрицы оказывается нулевой матрицей. 
Почему?

2. Найти в общем виде выражение матрицы значений смешанной произ
водной и ух (Xj, y t) через значения функции, заданные в узлах прямоугольной 
сетки:

*о. x0+ h x , х04-2 hxy . . . ,  x0+ i h x , . . . ,  х0+ ( п — \ ) h Xt

У о */о+^у» о- , • • . ,  Уо~\~^у* • • •* Уо+ (т  О^у»

где / и k — целые положительные числа, обозначающие порядок производных 
соответственно по переменным у и х ,  при этом 1 ^  / ^  m —1, 1 ^  k ^  я — 1.

3. При программировании АВМ для воспроизведения решений дифферен
циальных уравнений в частных производных часто приходится отыскивать
формулы дифференцирования для производных вида

d! dku (я)

где / и k — целые положительные. 
Показать, что для узлов

At0, *|=*и+Л, Ata =  *o+2̂ , • • =  xQ+ ( n — \ ) h

справедливо равенство

где
» W  =  [o W , О (•*!.).
« М  =  [н (*о). U (х,),

{ф (•*)] =

•• 0 (Хп—1Н*
• » Ы (je„_i)l.

"ф (*о ) 0 . . .  о

0 <p(*l) ... 0

0 0 • •• ф К - i

4. Для задач, следующих ниже, разработать структурные схемы АВМ, 
приближенно воспроизводящие решения дифференциальных уравнений в част
ных производных в виде решения систем обыкновенных дифференциальных
уравнений.

1) Струна единичной длины закреплена и колеблется под действием 
внешней силы в плоской среде, сила сопротивления которой пропорциональна 
скорости струны. Колебания описываются дифференциальным уравнением

д2и (х , t) 
dt*

t d211 ^
d x *

du (x, t) 
dt
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с начальными условиями и(х,  0 ) = e x p ( —.v); u t (jc, 0) =  1—л*; 0 < х < 1 ,  и 
с краевыми условиями и ( 0, t ) = u (  1, /) =  0, 0 < / < о о .  Здесь и(х, t ) — откло
нение струны в сечении х  в момент времени t от положения покоя струны; 
F ( x , /) “ ■* 8in со/— внешняя сила, действующая на струну; а , р, со — некото
рые положительные константы.

2) Температура концов тонкого ̂ однородного стержня единичной длины ме
няется во времени как и ( 0, t ) = s \ n t o t y и(  1, t ) = c o s t .  Боковая поверхность 
стержня теплоизолирована. Начальная температура стержня и (х , 0 ) = s in t t* .  
Для внутренних точек стержня температура описывается функцией и(х,  t ), ко
торая удовлетворяет дифференциальному уравнению

ди (х , О 
dt

, д*и (х , t ) а 
дх1 * 0<*<1; 0<7 < оо,

где а  и о  — некоторые положительные константы.
3) Стержень, приведенный в задаче 2), помещен в среду, с которой у него 

по боковой поверхности происходит конвективный теплообмен. Температура 
среды Uq является заданной функцией и с. (х, t ) = x  exp (— t) координаты х  и вре
мени t. Изменение температуры во времени и вдоль стержня описывается 
дифференциальным уравнением

ди (х, 0      ^
dt

а2 d h l ( y  t) _  р [и (х> 0  _  (Xi /}]
д х 1

0 < х <  1; 0 < t < оо,

где Р — положительная константа.
4) Д ана прямоугольная теплоизолированная 

пластина (рис. 7.5), на краях которой темпера
тура задана в виде функций:

w - v O - t )

Фз (У) =  ~2 sin У>

Ф зМ  = 0 ;

Ф4(г/) =  ««п— у.

Стационарное распределение температуры и(х,  у) для внутренних точек пла- 
Стины описывается дифференциальным уравнением Лапласа:

д2и (*, у) д 2и (х , у)
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ВОСПРОИЗВЕДЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ НА АВМ 
ЗАДАННЫХ ФУНКЦИЙ НЕЗАВИСИМОГО ПЕРЕМЕННОГО

§ 1. Задачи, связанные с воспроизведением функций

Потребность в воспроизведении заданных функций незави
симого переменного возникает:

1. При решении дифференциальных уравнений с правой 
частью, здесь заданной функцией будет правая часть диффе
ренциального уравнения;

2. При решении нелинейных дифференциальных уравнений, 
когда необходимо воспроизвести некоторую функцию от иско
мого решения уравнения;

3. При решении дифференциальных уравнений с перемен
ными коэффициентами; здесь заданной функцией независимого 
переменного является переменный коэффициент;

4. При исследовании функции с помощью АВМ, например, 
для определения ее нулей, экстремумов, особых точек и т. д.

Методы воспроизведения на АВМ некоторой функции опре
деляются ее способом задания и ее свойствами. Наиболее прос
то в АВМ реализуется функция — константа. Ей соответствует 
постоянное электрическое напряжение. Д ля других типов функ
ций обычно с помощью того или иного приема задачу ее вос
произведения сводят к реализации на АВМ решения некоторого 
специальным образом подобранного дифференциального урав
нения.

Однако этот прием в чистом виде применим лишь к 
некоторым многократно дифференцируемым функциям, з а 
данным аналитически. Когда же функция получена в резуль
тате эксперимента, разрывна или кусочно-дифференцируема, 
то для ее воспроизведения приходится прибегать к другим 
методам.

Воспроизведенная функция может быть исследована средст
вами АВМ. Такую возможность создают блоки АВМ, реализу
ющие логические операции. Они позволяют автоматически пре
рывать воспроизведение заданной функции в те моменты вре
мени, когда выполняются некоторые заранее сформулированные 
логические условия. Так, можно прервать работу АВМ в мо
мент, соответствующий нулю функции, ее экстремуму или ка
кой-либо другой особой точке.
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§ 2. Воспроизведение многократно дифференцируемых функций, 
заданных аналитически

1. Функция задана простым аналитическим выражением.
Пусть функция задана в виде аналитического выражения f ( t ) ,  
которое допускает многократное дифференцирование по незави
симой переменной t. f ( t )  последовательно дифференцируют и 
выявляют закономерности в выражении производных различ
ных порядков, позволяющие найти дифференциальное уравне
ние, решением которого была бы заданная функция f ( t ) .  Это 
дифференциальное уравнение называют определяющим диффе
ренциальным уравнением  для функции f ( t ) .  Д ля одной и той 
же функции f ( t )  можно найти несколько определяющих уравне
ний. Обычно стремятся найти «простое» уравнение, требующее 
малое число операционных блоков. Рассмотрим несколько при
меров.

П р и м е р  1. Воспроизвести на АВМ функцию от t 
y ( t )  = a  exp (—a t) .

Найдем определяющие уравнения, для чего продифференци
руем один раз исходную функцию y ' ( t ) = — a a e x p (—at).  
Сравнивая функцию с выражением ее производной, замечаем, 
что у ' (t) = — a y ( t ) . Это и есть определяющее дифференциальное 
уравнение для исходной функции. Теперь необходимо найти 
начальное условие, которое отыскивается для значения аргумен
та / = 0 ,  так, что # ( 0 ) = а .

Д алее разрабатываю т структурную схему АВМ для воспро
изведения решения определяющего дифференциального урав
нения. Д ля рассматриваемой функции структурная схема пред
ставлена на рис. 8.1, а) .  Эта схема очень проста, так как тре
бует всего лишь один интегратор. Поэтому функцию а ех р (—at)  
следует считать функцией, которая легко реализуется 
на АВМ.

П р и м е р  2. Воспроизвести на АВМ функцйю y ( t )  =  b / ( l  +  t).
Найдем определяющее дифференциальное уравнение, для 

чего продифференцируем один раз исходную функцию y ' ( t )  =  
*= —Ь/ ( \ - \ - t )2.

Сравнивая выражение исходной функции с ее производной, 
замечаем, что

y ' (t) =  y ( 0) = b \

Структурная схема АВМ, соответствующая этому определяю
щему уравнению, представлена па рис. 8 .1 ,6).  Попутно зам е
тим, что эта схема, кроме заданной функции 6/(1 + / ) ,  вырабаты
вает после блока перемножения функцию b / ( \ - \ - t ) 2.
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П р и м е р  3. Воспроизвести на АВМ решение дифференци
ального уравнения

х — х +  a exp (— at)  =  0.

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение пер
вого порядка с переменным коэффициентом. С учетом того, что 
мы уже умеем воспроизводить функции b/( \ - \ - t )  и а е х р (  —a t ) % 
составить структурную схему не представляет труда. Схема по
казана на рис. 8.1, в). Прямоугольниками с соответствующими

Рис. 8.1.

надписями показаны структурные схемы, воспроизводящие за 
данные функции времени.

В рассмотренных примерах процедура нахождения опреде
ляющего дифференциального уравнения не вызвала особых за 
труднений. Однако в практике решения задач на АВМ часто 
оказывается, что исходная функциональная зависимость F ( t ) r 
подлежащая реализации, имеет вид, затрудняющий поиск опре
деляющего уравнения. При сравнении аналитического выраж е
ния исходной функции с рядом ее производных различных по
рядков бывает нелегко подметить какую-либо закономерность, 
необходимую для вывода определяющего дифференциального 
уравнения. В таких случаях бывает полезно представить исход
ную функцию F(t)  в виде

F (0 =/i (0 +/2 (0 +• • -+/j(0 +• • •+fn( о

пли
F ( t ) = f 1( t ) - f 2( t ) . . . f J( t ) . . . f n(t),

или в виде комбинаций сумм и произведений функций. Приме
нение этого приема оправдано лишь тогда, когда для каждой
10 А С. У?)М/е»
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f ,( t)  имеется определяющее уравнение, легко реализуемое на 
АВМ. Так, если необходимо реализовать функцию

п ( . __ я exp (—at) 
г  \l) х +  t »

то вряд ли целесообразно искать определяющее уравнение для 
функции F ( t ), проще представить F(t)  в виде произведения:

F ( t )  =  [а exp (— а/ ) ] ,  - щ - ,

и для воспроизведения каждого из сомножителей найти необхо
димое определяющее уравнение.

При воспроизведении некоторых функций
0 ( 0 — П О .  ( 8 .1 )

иногда оказывается полезным использовать некоторое преобра
зование, облегчающее поиск определяющего дифференциально
го уравнения для y ( t ) .  Преобразование состоит в том, что от 
правой и левой частей выражения (8.1) берется функция F:

F [ y ( t ) ] = F [ № ) .  n ( 8 .2 )

При надлежащем выборе функции F последовательное диф
ференцирование (8.2) часто быстрее приводит к получению оп
ределяющего уравнения. В качестве вспомогательной функции 
F  можно применить функцию, обратную к / ( / ) ,  логарифм или 
какую-либо другую функцию.

П р и м е р  4. Пусть необходимо найти определяющее дифференциальное 
уравнение для функции

у  ( 0  =  ( 1 + 0 — ° ’ 27-
Здесь в качестве вспомогательной функции удобно взять логарифм 

In у  ( 0 =  —0,27 In (1 + 0 -  
Дифференцирование последнего равенства по переменной t дает:

У ' (*) 0,27
y ( t )  =  -  1  + t  •

После преобразований получаем простое линейное дифференциальное уравнение 
первого порядка y'(t) =  —t • у ' (t)—0,27у (t), у ( 0) =  1. Заметим, что воспроиз
ведение полинома пятой степени # (0  =  ( 1 + 0 5 по рассмотренному методу так
же требует реализации решения дифференциального уравнения первого поряд
ка у (t) =  —ty'(t)+5y(t).  Традиционный же способ после пятикратного после
довательного дифференцирования функции ( 1 + 0 5 приводит к дифференциаль
ному уравнению пятого порядка yV{t) — \‘20. Проиллюстрируем метод еще 
одним примером.

П р и м е р  5. Требуется отыскать определяющее дифференциальное уравне
ние для воспроизведения функции y ( t ) = t 1/ 3.

Здесь в качестве вспомогательной функции удобно воспользоваться функ
цией, обратной к О /3.Другими словами, возведем в третью степень левую и пра
вую части исходной функции y3( t )=t .  Дифференцирование последнего равенст

ва по t приводит к дифференциальному уравнению y'( t)y2(t) = 0 ,  у(0) = 0 .
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На этой странице приведена таблица определяющих диффе
ренциальных уравнений для некоторых элементарных функций.

2. Функция задана аналитически в виде суперпозиции функ
ции. Часто встречаются функции от функции, иначе — суперпо
зиции функций. Так, F(t)  = f 2[ f i ( t ) ] — суперпозиция двух функ
ций, F(t) = f 3[f2[ f i ( t ) ] ] — трех функций. Суперпозиции функций 
могут быть реализованы на АВМ тем проще, чем легче реали
зуются определяющие уравнения для каждой из функций / ь /21 
/з и т. д.

Таблица определяющих дифференциальных уравнений

Ф УНКЦИЯ x(t) Определяющее дифференциальное уравне
ние для *(/) Область определения

/а tx'  —  а *  =  0 t ^ 0
exp t * ' — *==0 —оо <^<С  оо
at * ' — * In а =  0 —оо < / <  оо
In t х ' — exp (—х) = 0 ,  / * '— 1 = 0 / > 0
sin 0 cos t * " + *  =  0 — о о < / < о о

tg t х ' = \  +  х2, х" =  2**' ( ф ^ + п п

п =  0, ± 1 , ± 2 , . .  •
arctg  t * ' =  cos2*, х" = —t2x"—2tx' -- 0 0 < /« < 0 0

ctg t * ' =  — 1 — *2, х" =  —2*х' t=£nn
ti —  0, ± 1 , ± 2 , . .  •

arcctg t * ' =  — sin2*, *" =  /2х " + /х ' —о о < ;/< о о
arcsin t х ' cos х — 1 = 0 Ш < 1
arccos t х ' sin х + 1  = 0 1 Ч < 1

sh t. ch t х =  0 —о о < /< ;о о
th t, х '=  1 — х2, х" =  — 2хх' —о о < / < о о
cth t х ' =  1 — х2, х" =  — 2хх' t¥= о
Arsh t х ' ch х — 1 = 0 —о о < ;/< о о
Arch t х' sh х — 1 = 0 m > i
Arth t x' =  ch2x Ш < 1
Arcth t х ' =  —sh2 х М > 1

Проиллюстрируем на примерах технику отыскания опреде
ляющих дифференциальных уравнений для суперпозиций.

П р и м е р  1. Необходимо реализовать на АВМ функцию * /(0 = е х р  (— t2).  
Эта функция часто встречается в задачах, связанных с теорией вероятностей.

Представим исходную функцию в виде суперпозиции двух: x ( t ) = t 2, * /(0= 1  
=  ехр [—* (0 1  и найдем для них определяющие дифференциальные уравнения 

путем последовательного дифференцирования. Производные функций будут:

y' ( t )  =  - e x p [ - * ( 0 ] * ' ( 0  = - y ( t ) x ' ( t ) \  * ' ( 0 = 2 / ;  x"( t )  = 2 .

Определяющие дифференциальные уравнения, точнее, система дифференциаль
ных уравнений с начальными условиями будет

у ' ( 0 — * (0 * '(0 ; 0(0) =  1;
* " (0 = 2 ;  д (0)=* '(0)=0 .

10*
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Структурная схема, воспроизводящая на АВМ решение этой системы, представ
лена на рис 8.2, а ). Если внимательно рассмотреть эту структурную схему, то 
можно заметить в ней отсутствие переменной x(t ) .  В схеме нет блоков, которые 
вырабатывают x ( t ) = t 2. Переменная x(t )  оказалась ненужной для воспроизве
дения суперпозиции ехр [—*(0 ]«  Эта отмеченная особенность оказывается

важным свойством суперпозиций. Очень часто при воспроизведении на АВМ 
произвольной суперпозиции F(t) = f 2[f\(t)] необходимо лишь воспроизведение 
/ , ( / ) ,  а не f 1 (0 . Действительно, это прямо следует из цепного правила диффе
ренцирования

h dt •

Метод определяющих дифференциальных уравнений часто 
•бывает полезно применить при воспроизведении на АВМ реше
ний нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, 
рассматривая нелинейности как суперпозиции функций. Такое 
применение позволяет перейти от исходного нелинейного диффе
ренциального уравнения к новому, другому дифференциально
му уравнению более высокого порядка, но реализация которо
го на АВМ не требует функциональных преобразователей.

П р и м е р  2. Необходимо воспроизвести на АВМ решение нелинейного 
дифференциального уравнения с начальными условиями

0 +  kb +  со» sin 0 =  о; 0(0) =  е 0; е (0) =  е0.

Это дифференциальное уравнение встречается при исследовании колебаний 
математического маятника в сопротивляющейся среде, сила сопротивления ко
торой пропорциональна угловой скорости отклонения маятника 0. Аналитиче
ского выражения решения через элементарные функции не существует. При вос
произведении решения на АВМ, вообще говоря, можно воспользоваться функци
ональным преобразователем, воспроизводящим функцию sin 0 (/) . Однако здесь 
целесообразнее построить схему без функционального преобразователя, рассмат
ривая функцию sin 0 (/) как суперпозицию из двух функций sin 0 и 0 (0 .  Для 
получения необходимых определяющих уравнений введем две новые переменные

x(t) =  sin 0 ( 0 ,  y(t )  = — cos 0 ( 0 ,
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дифференцируя которые один раз, получаем искомые определяющие уравнения!

* - = - < / ( 0 0 ( 0 ,  У =  * ( 0  0 ( 0 .
Эти уравнения реализуются совместно с исходным уравнением так, что АВМ 
должна воспроизвести решение системы уравнений с начальными условиями

ё =  — *0 — о2*  (О, 0(0) =  0О, 6 (0) =  0О;

* =  У (0  0 ( O f  X (0) =  sin  0о5

у  =  дг(0 0 ( / ) ,  у (  0) =  — cos 0О.

Структурная схема АВМ, соответствующая этим уравнениям, показана на 
рис. 8.2, б).

Вообще при воспроизведении на АВМ решений нелинейных 
дифференциальных уравнений не следует торопиться с исполь
зованием функциональных преобразователей, реализующих не
линейности вида F \ [ y ( t ) ] t F2[y'(t)]> F3[ y " ( f)]  и т. д. Примене
ние функционального преобразователя неприятно тем, что тре
бует дополнительных затрат труда на настройку преобразова
теля. Если для функции F имеется простое дифференциальное 
уравнение с устойчивыми решениями, то предпочтительней вос
пользоваться методом определяющих уравнений для реализа
ции нелинейностей и тем самым избежать применения функцио
нальных преобразователей. П равда, потребуются блоки пере
множения и порядок уравнения будет выше, но в целом затрата 
труда и времени, связанные с подготовкой АВМ к воспроизве
дению решения, в большинстве случаев оказываются гораздо 
меньшими, чем при использовании настраиваемых функциональ
ных преобразователей.

Теперь остановимся на выводе определяющих дифференциальных уравне
нии для простых суперпозиций произвольных функций.

Путь требуется найти определяющие дифференциальные уравнения для 
следующих функций:

1) y ( D = \ n f ( t ) ,  (8.3) 

где f ( t ) > 0 — некоторая заданная произвольная функция:
2) y ( t ) = e x p f ( t ) ,  (8.4)

3) y ( t )  =  fa (t).  (8.5)
4) 0(0 = [/i (<)]'*«> (8.6)

где f ( t ), М О »  Ь ( 0  — некоторые заданные произвольные функции.
Дифференцируя (8.3) один раз по t, получаем:

=  или y ' ( t ) f ( t ) - f ' ( t )  =  0. (8 .7)

Это и есть искомое определяющее уравнение. Аналогично, дифференцируя (8.4), 
имеем искомое:

/ ( 0 = е х р /( * ) / '( 0  или y ' ( t ) - f ( t ) f ' ( t ) = o :



Дифференцируем (8.5) по t\ у ' (t) = а /< * -!{t ) f ' ( t ) .  Помножив обе части послед
него равенства на /( /)•  имеем:

y ' ( t ) f ( t )  =  a f a ( t ) f '  (t) или y ' ( t ) f ( t ) - * y ( t ) f ' ( t )  =  0.

Функция (8.6) несколько сложнее. Ее целесообразно сначала прологарифмиро
вать: In y( t )  = Ь ( 0  In МО* Дифференцируя последнее равенство, получаем;

и' (/) г f\ (0
Y i t ) =  М * )1пЪ (0 +  ’

Обозначив z( t )  = \ п  f \ (t )  и производя некоторые преобразования, имеем систе
му определяющих уравнений:

[ ^ ( 0 * ( 0 / i ( 0 + M < ) / 'i  ( 0 3 = 0 ;

*'(<)Ы0 — f[ (0 = о .
Если необходимо воспроизвести функцию */(0 =  ( 1 + 0 “ *. го после простых 
преобразований получаем систему определяющих дифференциальных уравнений:

(1 + t ) y ' ( t ) + y ( t )  [ ( \ + t ) z ( t ) + t ] = 0 ,  0(0) =  1;
( l + 0 z ' ( 0 - l = 0 ,  2(0) =0.

§ 3. Воспроизведение функций, заданных таблично, графически 
или сложным аналитическим выражением

При проведении различного рода экспериментов изучаемая 
функциональная зависимость часто получается в виде ряда ди
скретных значений аргумента и соответствующих им значений 
функции:
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1*0 Хх х г Х1

\Уо Ух у. Ух
Д ругая  распространенная форма получения различных экспе
риментальных данных — графическая. Графики воспроизводят
ся с помощью особых приборов, называемых самописцами. С а 
мописец на бумажной ленте или на каком-либо другом носите
ле графически изображает кривую, соответствующую измене
нию того или иного регистрируемого параметра. В тех случаях, 
когда необходимо заданные таким образом функции воспроиз
вести на АВМ, обычно поступают одним из следующих спо
собов.

Способ первый состоит в том, что исходную функциональную 
зависимость, заданную таблично или графически, предваритель
но аппроксимируют некоторым аналитическим выражением, ре
ализация которого на АВМ достаточно проста.

Второй способ состоит в использовании нелинейных функ
циональных преобразователей. В этом случае исходная зависи
мость аппроксимируется некоторой кусочно-линейной функцией, 
которая затем реализуется с помощью функциональных преоб
разователей.
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Остановимся на первом способе. Здесь мы ограничимся рас
смотрением лишь одного наиболее распространенного метода, 
получившего название способа наименьших квадратов , и отме
тим его особенности использования в связи с воспроизведением 
функций на АВМ.

Пусть исходная функциональная зависимость задана таблич
но (8.8). Будем искать приближенное аналитическое выражение 
исходной таблично заданной функции в виде следующего поли-

пг

пома: So где ф<(л:) — некоторая заранее выбранная

система функции; с{ — пока неизвестные коэффициенты, кото
рые необходимо определить, воспользовавшись табличными зн а
чениями Xjj Уу

Обычно число неизвестных коэффициентов m - f l  много мень
ше числа точек /г+1, в которых задана исходная функция, т. е, 
т<^п.  Д ля  определения с{ предварительно составляется функция

т

S  (Cq, Ci , • • ,, cm) — 2  
/=о Уj — 2  с№  (Xj)

1 = 0

Эта функция представляет сумму квадратов отклонений исход* 
пой функции от ее аппроксимирующего полинома в заданных

т

точках Ху Действительно, yj— 2  £\фг(*;) есть отклонения ана-
г'=0

литической зависимости в точке Xj от исходного значения t/j. Яс
но, что значение функции S ( c 0, С\, . .  ., ст) зависит только от то
го, сколь удачно были выбраны значения ct. Будем находить 
коэффициенты с из условия минимума функции S ( c 0, си . ст )» 
Необходимые условия экстремума этой функции дают систему; 
линейных уравнений для определения неизвестных

1 дА _  _  V

2 дс1 Р о yj — 2>
i = 0

фДл:у)=0 для / = 0 , 1 , 2 , т.

Иногда, когда функция, подлежащ ая реализации, задана  
аналитически, но это аналитическое выражение сложно реали- 
зовать средствами аналоговой вычислительной техники, то при* 
бегают к замене исходной аналитической зависимости другим 
приближенным аналитическим представлением путем соответ
ствующей аппроксимации.

Пусть задана на интервале [хи х 2] некоторая функция f ( x ) \  
которую необходимо аппроксимировать системой функций 
ф,(х). Составим функцию в виде
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Будем искать такой набор си i = 0, 1, 2, . . т ,  который обеспе
чил бы минимум S ( c 0, Си С2, . .  •» ст). Как и ранее, необходимые 
условия экстремума дают систему уравнений для определения 
неизвестных с{:

да
J _ d S _  С
2 dcj J f i x )  — 2  с«фг(*)i—О

Ф* (х) dx  =  0.

Воспроизведение приближенной аналитической зависимости 
на АВМ оправдано лишь тогда, когда она реализуется достаточ
но просто, т. е. с использованием малого числа операционнных 
блоков. Это накладывает определенные ограничения на класс 
функций ф<(х) по которым производится разложение исходной 
функциональной зависимости. Элементы этого класса должны 
быть легко реализуемы на АВМ. К таким функциям следует от
нести алгебраические и экспоненциальные многочлены. Алгеб

раический многочлен степени I имеет вид 2  d kx k. Экспонен-
/г=0

циальный можно представить следующим выражением:
i

2  А к exp a kx .
ь-с

При экспоненциальной аппроксимации представляют интерес 
два случая. Первый — когда показатели экспонент а к известны 
заранее. Тогда определение неизвестных коэффициентов А к сво
дится к решению систем линейных алгебраических уравнений. 
Во втором случае не только А к, но и а к являются неизвестны
ми. Д ля определения этих неизвестных коэффициентов прихо
дится решать более сложные нелинейные системы уравнений.

Менее удобными для реализации следует считать тригоно
метрические полиномы, конечно, если в состав АВМ не входит 
достаточно большое число блоков, воспроизводящих тригоно
метрические функции.

§ 4. Воспроизведение разрывных и кусочно-дифференцируемых
функций

Часто при исследовании па АВМ ряда механических и элект
рических процессов возникает потребность в воспроизведении 
кусочно-непрерывных и кусочно-дифференцируемых функций. 
В механике особенно в сопротивлении материалов разрывные 
функции возникают вследствие действия на какую-либо меха
ническую систему, например, балку сосредоточенных сил и пар 
сил. В электричестве и особенно в импульсной технике встреча
ются разрывные функции в виде последовательности электри
ческих импульсов самой произвольной формы. Некоторые типы-
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разрывных функций показаны на рис. 8.3. На рис. 8.3, а) пока
зана кусочно-непрерывная функция, имеющая две точки разры
ва непрерывности первого рода в виде конечных скачков зна
чений функции. На рис. 8.3,6) показана функция в виде после
довательности прямоугольных импульсов. На рис. 8.3, в) даны

п и п п о

а) 6)
Aexp(-cct)

Щ ш
■ >1и Шп_

в)

\sinot\

г) д)

Рис. 8.3.

импульсы произвольной формы. На рис. 8.3, г) дана последова
тельность импульсов, амплитуда которых промодулирована 
функцией Л е х р ( —at) .  На рис. 8.3,6) показана кусочно-диффе
ренцируемая функция у =  | sin о )^ | .

Число примеров разрывных функций можно было бы про
должить и далее. Однако уже из приведенных видно, что не
дифференцируемость этих функций не дает возможности вос
пользоваться методом определяющих дифференциальных урав
нений.

1. Разрывные функции. Воспроизведение разрывных функций 
с разрывами первого рода в виде конечных скачков осуществ
ляется в АВМ на принципиально иной основе, чем метод опре
деляющих дифференциальных уравнений. Скачки реализуются 
так называемыми релейными схемами, работа которых подроб
но рассматривалась в § 10 гл. 2. Коротко напомним два типа 
релейных схем АВМ.

Схемы первого типа — контактные. Одна из разновидностей 
схемы представлена на рис. 8.4, а). В момент перехода входно
го напряжения uBX(t) из положительной области в отрицатель
ную срабатывает реле Р. Нормально разомкнутые H P контакты 
замыкаются, а нормально замкнутые НЗ размыкаются. Если на 
НЗ контакт подается напряжение wa, а на H P — напряжение иЬл 
то с выхода среднего контакта будет сниматься напряжение 
г/рых» равное иа или иь в зависимости от знака входного напря
жения (рис. 8 .4 ,6 ) ) .  В релейной контактной схеме напряжения 
и 0 и иь могут быть как постоянными положительными и отрица
тельными вместе или порознь, так и любыми функциями
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времени ua(t) и ub(t).  Таким образом, в релейной контактной 
схеме:

{ua {t)y если ^вх (/) >  0.
Ывых — [иь (/), если ыВх (0  <  0.

Схемы второго типа — бесконтактные. Наиболее распростра
ненный вариант показан на рис. 8.5, а) .  При переходе входного

Рис. 8.4.

напряжения из положительной области в отрицательную на вы
ходе схемы возникает скачок напряжения от —иь до + н в. Т а 
ким образом, в релейной бесконтактной схеме

f если цвх (/) 0,
Ывых \ +  иа, если ывх (/) <  0.

При этом абсолютное значение иа и иь может изменяться от О
вольт до 100 В (рис. 8,5, б )) .

Рис. 8.5.

В обоих вариантах релейных схем место положения скачка 
выходной функции определяется нулем  входной функции. Поэто
му при воспроизведении заданных разрывных функций в пер
вую очередь необходимо подобрать такую вспомогательную 
входную функцию, нули которой соответствуют абсциссам скач
ков функции. Характер изменения во времени вспомогательной 
функции безразличен, важно только местоположение ее нулей, 
соответствующее абсциссам скачков. При этом, конечно, машин
ная переменная, представляющая вспомогательную функцию, не 
долж на выходить за пределы рабочего диапазона ± 1 0 0  В*
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Синтез вспомогательной функции по ее нулям, заданным на 
некотором отрезке, неоднозначен. Можно составить большое 
число самого произвольного вида функций, нули которых в з а 
данном отрезке совпадают. Вспомогательная функция должна 
легко реализовываться на АВМ. Ранее мы выяснили, что легко 
реализуемые функции следует искать среди многократно диф 
ференцируемых функций, для которых удается найти достаточ
но простые определяющие дифференциальные уравнения.

Д ля практики представляют особый интерес два случая рас
положения нулей. Первый — произвольное расположение. Вто
р о й — расположение с постоянным шагом. Когда нули на зад ан 
ном отрезке [0, /*] расположены произвольным образом, то в 
качестве вспомогательной функции можно выбрать алгебраиче*

п

ский многочлен у  (() степени п или экспоненциальный
/= о  ~

П

многочлен 2 ^ -  exp aj t. Алгебраический многочлен зависит от 
/=о

п + 1 -го  параметра, экспоненциальный — от 2дг+1-го параметра. 
Определяющие дифференциальные уравнения для обоих много
членов— линейные п -го порядка, коэффициенты которых зави
сят от параметров многочленов. Мног.очлен алгебраический 
предпочтительней для реализации. Его аналитическое вы раж е
ние просто представляется через нули, и потому отпадает по
требность определять параметры по нулям. Если нулями явля
ются абсциссы t ь t2, tn, то многочлен будет иметь вид

£ / ( 0 =  П  ( t — tj)-
/=1

Рассмотрим несколько примеров, в которых будем предпо
лагать, что заданная к реализации функция определена на от
резке [0,1]. В качестве релейных схем в основном будем исполь
зовать бесконтактные схемы.

П р и м е р  1. Воспроизвести на АВМ функцию x ( t ) ,  представ
ленную на рис. 8.6, а).

Исходная функция имеет один скачок непрерывности. Сле
довательно, один нуль имеет вспомогательная функция. Вспо
могательную функцию возьмем в виде многочлена первой сте
пени y( t )  =  (t— ‘y)- Определяющее дифференциальное уравне
ние для y{t)  будет:

*/(/) =  1, у { 0 ) = - T f .

Коммутационная схема АВМ, воспроизводящая x( t )  в мас
штабе т х=  100, показана на рис. 8 .6 ,6).  Вспомогательная функ
ция y( t )  представлена в том же масштабе. Интегратор на вхо
де релейной схемы воспроизводит вспомогательную функцию
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y ( t )  в соответствии с ее определяющим дифференциальным 
уравнением. На выходе релейной схемы воспроизводится задан
ная x ( t ). Особенность этой коммутационной схемы в том, что, 
изменяя величину параметра можно задать скачок функции 
x ( t )  в любой точке отрезка [0,1 ].

Если потребовалось бы воспроизвести функцию — x ( t ) y то 
для этого достаточно изменить знак вспомогательной функции» 
Структурная схема для этого случая представлена на рис. 8.6 в).

П р  и м е р  2. Воспроизвести на АВМ функцию x( t )  представ
ленную на рис. 8.7, а).

Исходная функция имеет один скачок. Вспомогательную 
функцию возьмем того же вида, что и в примере 1: y{t )  =  
=  — ( t—7). Бесконтактная релейная схема не может воспроиз
вести константы а и о одного знака. Поэтому с помощью ре
лейной схемы воспроизводится функция x ( t ) —Ъу после чего

выходная переменная релейной схемы складывается с констан
той Ь. Коммутационная схема показана на рис. 8 .7 ,6).  Она от
личается от предыдущей схемы дополнительным сумматором, 
осуществляющим указанное сложение.

а ■x(t]

1,0 t

-«400В

100CL

-100В

Рис 8.6.

1
а x ( t )

Ь /й
400В

t

Рис. 8.7.



ФУНКЦИИ РАЗРЫВНЫЕ И КУСОЧНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ 157

П р и м е р  3. Воспроизвести на АВМ функцию x ( t ), показан
ную на рис. 8.8, а ) .  Функция имеет два скачка одинаковой ве
личины. Вспомогательную функцию возьмем в виде многочлена 
второй степени y ( t ) ~ ( t — i) ( /—72)> который имеет два нуля 
4i и Y2- Определяющее дифференциальное уравнение для вспо
могательной функции получается путем двукратного дифферен
цирования этой функции: y ' ( t )  = 2 t — (у 1+ У 2) , y " ( t ) =  2, отсюда 
имеем y " ( t ) =  2, f / '(0) =  — (Т1+ Т 2) , У(0 ) = ъ > 42-

Рис. 8.8.

Реализация определяющего уравнения требует двух интегра- 
торов. Коммутационная схема показана на рис. 8.8, б).  Выход
ная переменная релейной схемы представляет заданную функ
цию x( t )  в масштабе т х=  100. Изменяя величины начальных 
условий интеграторов, можно добиться возникновения скачков в 
произвольных точках отрезка [0 ,1].

Во всех примерах 1—3 абсциссы скачков были расположены 
произвольно. Когда же в расположении скачков наблюдается 
какая-либо закономерность, ее можно использовать, благодаря 
чему удается упростить схему АВМ, воспроизводящую вспомо
гательную функцию.

П р и м е р  4. Воспроизвести на АВМ функцию x ( t ), показан
ную на рис. 8.9, а).

x( t )  представляет собой равноскважную периодическую по
следовательность прямоугольных импульсов постоянной ампли
туды а и постоянной длительности т Период повторения им
пульсов, равный 7*, есть расстояние между ними по оси /. Легко 
подметить, что нули вспомогательной функции может иметь 
функция y ( t )  = —-A + cos  со/, где А  =- число, причем — 1 < М < 1  
и о) =  2л/Г.
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Величина А зависит от длительности импульса т. Д ля 
определения А рассмотрим момент, когда / =  -у - .  В точке -тр, 

поскольку она — нуль функции */(/), должно иметь место равен

ство —Л + c o s  со“̂ г =  0, отсюда A —  cos со “  и вспомогательная 
функция будет

у  ( / )= = — cos со +  cos со/.

Найти определяющее дифференциальное уравнение для этой

в)
Рис. 8.9.

функции не представляет труда. Последовательное дифференци
рование дает

y ' ( t )  =  —со sin со/, y" ( t )  =  — со2 cos со/,

отсюда
{/' (/) =  — со2г/ — со2 cos со , 

у  (0) == 1 — cos со - у - , у ' (0) =  0.

Структурная схема показана на рис. 8.9, в), где релейная 
схема настроена на пределы 0.

Вспомогательная функция y ( t )  образуется с помощью
тдвух интеграторов и инвертора. Если т =  -г^ ’ то А =  0 и воспро-
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изводится функция x ( t )  в виде положительной прямоугольной 
волны, показанной на рис. 8 .9 ,6).

Рассмотрим способ воспроизведения последовательности им
пульсов, амплитуда которых меняется в соответствии с какой- 
либо заданной функцией z ( t ) .  В таких случаях говорят, что 
амплитуда импульсов промодулирована функцией z ( t ) .  Функ
цию z ( t )  будем называть огибающей, а последовательность 
прямоугольных импульсов — несу
щей последовательностью.
_ Получение на АВМ модулиро

ванной последовательности импуль
сов не представляет труда после то
го, как мы научились воспроизво
дить произвольную последователь-

Рпс. 8.10.

ность прямоугольных импульсов. Процесс переноса значений 
огибающей функции на несущую последовательность сводится к 
выполнению операции умножения. Блок-схема модуляции пред
ставлена на рис. 8.10. Схема, соответствующая блоку У, вы раба
тывает огибающую функцию z ( t ) .  Схема, показанная блоком 2, 
вырабатывает несущую последовательность прямоугольных им
пульсов с заданными параметрами. К параметрам относится 
длительность импульса т и период их следования Т. Существен
но, что амплитуда импульсов не относится к параметрам. Она 
фиксирована и должна представляться электрическим напряж е
нием 100 вольт. Это вызвано тем, что выполнение операции 
умножения осуществляется блоками перемножения со схемным 
масштабом р =  0,01.

На рис. 8.11, а) показана огибающая функция z ( t ) \  на 
рис. 8.11,6) — заданная последовательность прямоугольных 
импульсов; на рис. 8.11, в) представлен результат перемноже
ния графиков рис. 8.11, а) и 6).

2. Кусочно-дифференцируемые функции. Однозначную функ
цию / ( / )  будем называть кусочной на интервале [0, 1], если 
ее аналитическое выражение различно для различных частей
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интервала [0, 1]:

0 < / < Y i r

\ Ф з ( 0 - Уа < < < 1-

Эта функция состоит из трех кусков. Вообще говоря, в точках 
деления f u  Т2 интервала [0, 1] могут быть разрывы непрерыв
ности первого рода в виде скачков. Однако здесь мы рассмот
рим непрерывные кусочные функции.

На рнс. 8.12, а) и б) даны кусочно-линейные функции y\{t )  
к  у^Ц).  Обозначим через 5 ь  S 2i S 3 уравнения прямых, из отрез
ков которых образована функция. Тогда легко заметить, что

y , ( 0  =  max { 5 j (/) ,  S 2( t ) ,  S 3( t ) } ,

y 2 (t)  =  rnin {«S1 ( / ) , S 2 (( ) ,  S 3(/)} . (8.9)

Уравнения (8.9) легко реализуются на АВМ с помощью схемы 
выделения максимальных и минимальных значений. Что же 
касается самих функций S \ ( t ), S 2(t), S 3( 0 ,  то Для них 
существую! простые определяющие диффернциальные урав- 
яения. Из рис. 8.12, а) ,  б ), легко выводятся определяющие
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дифференциальные уравнения

s ; W  =  S , (0) - ,м  s' ,  и )  =  И 7 . s . ( 0) =  ! / , - “ >  

* » « > - * £ £ •  5 . ( 0 )  =  » . - * “ ?,-

Структурные схемы АВМ, воспроизводящие y \ ( t )  и #2 (0< пред
ставлены на рис. 8.12, б), г).  Схемы содержат по три интегра
тора для воспроизведения S i(0»  S 2( 0 ,  ^ з ( 0  и блоки выделе
ния максимальных и минимальных значений. Величина сопро
тивления где ^  — сопротивление входного резистора ин
вертора. В схеме выделения минимального значения переменных 
\ E \ > S s(t)  для / = 1 , 2 ,  3. Эта схема реализует функцию — у 2 (О =  
= — m in { 5 1(/), S 2(0» S 3 ( / ) ,  Е ) .  С учетом сделанного зам еча
ния о выборе величины Е очевидно тождество:

т В Д М ,  S 2 ( 0 ,  S 3 ( / ) ,  £ } = m i n { S 1( 0 ,  S 2( t ) ,  S s ( t ) } .

В схеме выделения максимального значения переменных так
же | £ |  > £ , ( / )  для / =  1, 2, 3. Схема реализует функцию
— y i ( t )  =  —  m a x { S 1( / ) ,  S 2( t ) ,  S 3 ( t ) ,  — E}  =

— —max { S i ( / ) ,  S 2(t),  5 3(/)}’.■
Можно было бы обойтись без вспомогательной величины Е у 
но в этом случае одна из переменных Sj(t )  должна была бы 
подаваться на вход инвертора не через диод, а через резистор 
R 1, в результате чего масштаб представления этой переменной 
был бы иной, чем у остальных S ( t ) .  Это неудобно, так как тре
бует специальных мер по согласованию масштабов. Используе
мая схема с вспомогательной величиной Е  предпочтительней. 
В ней не нужно проводить согласование масштабов.

§ 5. Пример составления полной программы АВМ 
для воспроизведения заданной функции

Ранее при рассмотрении вопросов программирования АВМ 
для воспроизведения заданных функций независимого перемен
ного программы АВМ составлялись нами до уробня структур
ных схем. В качестве примера проведем полное программирова
ние АВМ МН-7 до уровня коммутационной схемы.

Пусть на машине МН-7 необходимо воспроизвести функцию 
y ( t )  =  sin t 2 на интервале t от 0 до 4.

Процесс разработки программы сводится к выполнению сле
дующих этапов.

1. Анализ задачи. Цель этапа в данной задаче — отыскать 
определяющее дифференциальное уравнение или систему урав
нений для заданной функции y ( t ) = s \ n t 2.
П  А. С. Урмаег
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Исходную функцию обозначим через г/! (/) =  sin /2 и наряду 
с ней введем в рассмотрение две вспомогательные функции 
f /2 (0 ===c o s /2 и x ( i ) = t 2. Последовательно дифференцируя, по* 
лучаем их производные

у[ (t) =  cosх (t) х'  (t), у\  (t ) == — sin x(t) x ’(t), x'(t) =  2t, * " ( / ) = 2,

отсюда искомая система определяющих уравнений с начальны
ми условиями имеет вид:

2. Разработка структурной схемы АВМ. Структурная схем* 
разрабатывается для математических переменных, В данном

случае система дифференциальных уравнений разрешена отно
сительно старших производных, и потому применим общий 
метод, следуя которому, получаем схему, представленную на 
рис. 8.13, а).  В схеме не воспроизводится переменная x ( t )*

У\ (t) =  Vtit) x'(t), У М  =  0;
\)ч (t) =  — У\(0 x'(t),  у г (0) =  I;

(t) =  2, г' (0) =  х  (0) =  0.

S)

Рис. 8.13.



Эта переменная не нужна для образования исходной функции 
y ( t ) = s \ n t 2. В схеме организован программный останов для 
прекращения процесса воспроизведения функции, начиная с мо
мента времени / = 4 ,  для чего используется переменная —x ' ( t ) 9 
которая для t =  4 имеет значение —8.

3. Масштабирование зависимых математических переменных. 
Цель этапа — определить масштабы представления математиче
ских переменных машинными переменными — электрическими 
напряжениями. Расчет масштабов выполнен в таблице;
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Т а б л и ц а
I

Переменная

М аксимальное 
з н а ч е н и е  пе

ременной Вели чина 
масштаба

Обозначение

точное о к р у г 
ленное

масштаба

М О
М О
x ' ( t )

1
1
8

1
1

10

100/1 =  100 
100/1 =  100 
1 0 0 / 1 0 = 1 0

т у 1 

Шуч 
m xi

Д ля удобства проведения расчетов максимальное значение пере
менной x ' ( t )  округлено до 10.

4. Разработка коммутационной схемы, согласование масшта
бов. Коммутационная схема разрабатывается для машинных пе
ременных с учетом ориентировки на конкретную АВМ. Будем 
разрабатывать схему для машины МН-7. Поэтому коммутацион
ная схема, представленная на рис. 8.13, б), отраж ает особен
ности включения блоков этой машины. Блоки перемножения 
машины МН-7 осуществляют операцию умножения, лишь 
если перемножаемые переменные поступают на блок и в пря
мом, и в инверсном виде. Этим объясняется наличие дополни
тельных инверторов в коммутационной схеме. На коммутацион
ной схеме проставлены номера операционных блоков, предпо
лагаемых к использованию, и номера входов этих блоков. 
Коэффициенты передачи интеграторов 5 и б не определены. Ве
личина коэффициента передачи $ должна быть такой, чтобы 
обеспечить согласование масштабов переменных y\ ( t )  и Уг(0 
с масштабами выходных переменных блоков перемножения. 
Потребность согласования вызвана необходимостью компенса
ции схемного масштаба 0,01 блоков перемножения.

Определим величину (i для 5-го интегратора. На входе этого 
интегратора должна действовать математическая переменная!

V i ( t ) ^ y %{t)xf{t) .  (8.10)
С учетом масштабов уравнению (8.10) должно соответствовать

11*
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уравнение для электрических напряжении

ЩгУi (t) = Р -75̂ 4/2 Ц)х' (О
или

//. и\ == п____
100/л-  =  (8 . 11)

■«/1
Сравнивая коэффициенты в равенствах (8.10) и (8.11), получаем

fTlyiftl , 9
уравнение для определения £1: {} —Q0m ■ =  1, отсюда искомое

У\

г. ,0СЧ л  Р = ------у— =  10.
т х \ т у2

На этом заканчивается разработка программы МН-7 для 
воспроизведения функции sin t2.

§ 6. Исследование заданных функций с помощью АВМ

При исследовании заданных функций независимого перемен
ного обычно желательно найти графическое изображение функ
ции, ряд ее точек, обладающих определенными характерными 
свойствами, и асимптоты. Необходимость в исследовании такого 
рода возникает при анализе решений дифференциальных урав
нений. Изучение кривых с помощью АВМ представляет и само
стоятельный интерес. Использование АВМ позволяет облегчить 
исследования кривой. Но для этого сначала необходимо кривую 
реализовать в АВМ, а воспроизведя ее, так организовать рабо
ту схемы программного управления, чтобы процесс воспроиз
ведения прерывался в тех точках кривой, в которых она обла
дает интересующими свойствами. При этом графическое изо
бражение кривой можно наблюдать на экране электронного 
индикатора. Часто встречаются задачи, в которых необходимо 
совместно исследовать не одну, а несколько кривых. В этих 
задачах в первую очередь выявляются общие точки кривых.

В основу реализации кривой в АВМ положен известный уже 
метод определяющих дифференциальных уравнений. Однако не 
для всякой функции легко отыскать достаточно простое и удоб
ное к воспроизведению на АВМ дифференциальное уравнение. 
Эго накладывает определенные ограничения на класс исследуе
мых функций с помощью АВМ. Кроме того, ограниченность 
диапазона изменения машинных переменных затрудняет оты
скание вертикальных и наклонных асимптот кривой.

Способ задания исходной кривой определяет простоту ее 
реализации в АВМ и успех исследования с помощью АВМ. 
Здесь существенны три способа задания.
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1. Кривая задана в явном виде. Это самый простой случай, 
при котором кривая задается уравнением y { t ) = f { t ) .  Исследо
вание кривой сводится к отысканию корней уравнений / ( 0 = 0 ,  
f ' ( t ) =  0, / " ( 0 = 0  с помощью схемы программного управления. 
Корни первого уравнения — точки пересечения с координатной 
осью t. Корни второго уравнения представляют собой экстре
мальные точки (точки локальных максимумов и минимумов). 
Корни третьего уравнения — абсциссы точек перегиба. Конечно, 
здесь необходимо, чтобы определяющее дифференциальное урав
нение для y( t )  было бы не ниже второго порядка. Иначе пере
менные у " (/),  y' ( t )  не будут представлены явно, и их нельзя 
будет использовать для организации режима останова схемы 
программного управления.

2. Кривая задана в параметрическом виде. В этом случае 
плоская кривая задается парой функций y ( t ) = f \ ( t ) ,  x ( t )  =  
=  /2(0 -  К аждая из функций может быть воспроизведена по 
методу определяющих дифференциальных уравнений. При этом 
независимому параметру t в АВМ соответствует независимая 
машинная переменная — время. Графическое изображение кри
во"* воспроизводится на экране ИЭЛ.

Точки пересечения кривой с осями координат отыскиваются 
с помощью программного прерывания по условию / i ( / ) =  0, 
/2(0 = 0.

Экстремумы (точки с горизонтальными и вертикальными 
касательными) отыскиваются по условию

A l —  J L  — п  J L — п
d x  х

или, что то же самое, f\ (t ) =  0; /2 (t) =  0. Здесь точками отме
чены производные по параметру t.

Точки перегиба находятся по условию

d2y ух  — и х  л . л
5̂  =  (~ з~  =  0 или у х  — ух =  0.

3. Кривая задана в неявном виде. Д ля воспроизведения на 
АВМ кривой F ( x , у ) =  0 от неявного способа задания перехо
дят к параметрическому * ( / ) ,  У(0 -  Изложим метод, который 
позволяет сразу находить определяющие дифференциальные 
уравнения для x { t ), y ( t )  по уравнению F ( x t у) =  0, минуя полу
чение явных аналитических выражений x ( t ), y( t ) .

1) П л о с к а я  к р и в а я .  Если точка с координатами * ( / ) ,  
y ( t )  принадлежит кривой F (х, у ) —  0, то производная функции
v  ( „  \ a dF dx dF dy nг ( х , у)  по параметру t равна нулю; —  -f ^  =  0.
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Это тождество должно оставаться справедливым при любом 
параметрическом представлении x ( t ), y( t )  кривой F ( x t у)  =  0. 
Оно справедливо и для представления

dx dF dy dF /Q 10ч
Ч Г =  ®Иу f i = - ( 0 a r *  (8 J 2 >

где ©=7̂ =0 — произвольное число.
Выражения (8.12) представляют собой искомые определяю

щие дифференциальные уравнения для функций x ( t ), y ( t ) .  
К уравнениям следует присоединить начальные условия х(0)=*. 
=  *о» у (0 )= { /о .  Они означают, что воспроизведение исходной 
кривой F ( x , у ) —  0 происходит с точки (х0, Уо), принятой за 
начальную. Н ачальная точка (х:0, уо) разделяет кривую на две 
ветви. Одна ветвь воспроизводится при © > 0 ,  другая при 
© < 0 .  Темп воспроизведения кривой машиной определяется аб- 
солютной величиной числа со.

Д ля  иллюстрации найдем систему определяющих дифферен
циальных уравнений для воспроизведения произвольной кривой 
второго порядка

A x 2+ 2 B x y + C y 2+ 2 D x + 2 E y + G  =  0. (8.13)

Находя частные производные в соответствии с (8.12), имеем* 
искомое ^  =  © ( В х + С у + Е ) ,  ^  =  — ©(Алг+ B y + D ) .  В за 

висимости от знака дискриминанта А С — В 2 уравнения (8.13), 
АВМ будет воспроизводить: эллипс (АС2— Й > 0 ) ,  параболу 
(АС2— В =  0), гиперболу ( АС2—В < 0 ) .

2) П р о с т р а н с т в е н н а я  к р и в а я .  Пусть для воспроиз
ведения дана пространственная кривая как линия пересечения 
двух поверхностей:

F \ ( x y у , z) =  0, F2(x , у, г ) = 0 .  (8.14)

От уравнений (8.14) перейдем к параметрическому способу з а 
дания путем отыскания соответствующей системы определяю
щих дифференциальных уравнений, для функций x ( t ), у ( / ) ,  
z ( t ) .  Д ля  этого найдем производные функции F х(х, у, г) и 
F2(xt у, z)  по параметру t t и приравнивая их нулю, получаем

dx dy dzдля трех переменных систему из двух линейных

однородных алгебраических уравнений
dFx dx  . dF} dy d f \  dz _
dx dt ^  dy dt ^  dz dt “  Ul

dF2 dx  . d F dy dF2 dz ^ _
dx dt dy dt dz dt ~  '
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Из алгебры известно, что такие системы могут иметь беско
нечное множество ненулевых решений, удовлетворяющих отно
шению:

dF t d i \ dF  t dF1 dF±
ду dz dx dz dx dy

dF2 dF2 • dF2 dF2 • dF2 dF2
~dy dz dx dz dx дУ

т - г у т -
И в частности, решением будет:

dx_ =  f dF l dF2 dFx dF2 l  
dt ® ду дг dz ду J*

dy ГdFx dF2 dFx dF2 l
dt “  00 [ dx dz dz dx у ( 8 . 1 5 )

dz
dt

ГdF x dF2 dFx dF2 1
“  03 [  dx dy dy dx  J*

где со — произвольное число, отличное от нуля.
Выражения (8.15) представляют собой искомые определяю

щие дифференциальные уравнения для функций * ( / ) ,  у (0 *  2 (0« 
К уравнениям (8.15) следует присоединить начальные условия 
* ( 0 ) = * о ,  У ( 0 ) = У о ,  г(0) = Z q ,  которые означают, что воспроиз
ведение исходной кривой начинается от точки (х:0, уо, z0).

Д ля  иллюстрации найдем систему определяющих дифферен
циальных уравнений для кривой, возникшей в результате се
чения произвольной поврехности второго порядка произвольной 
плоскостью

Л х  -|- By  -f- Cz-\-D =  0;

а 11X24“ а22У2 "Ь а эз22-j- 2а 12ХУ +  2^23 yz  “Ь
-j- 2^31 z x  -f- 2cl i ьХ-\- 2й2\У  -{- 2 a ^ z~ y  = 0 ,

Первое уравнение представляет собой общее уравнение плоско
сти. Второе уравнение — общее уравнение поверхности второго 
порядка. В соответствии с (8.15) имеем следующую систему 
линейных дифференциальных уравнений относительно искомых 
x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) :
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3) П р и м е н е н и е  к с т а н к а м  с п р о г р а м м н ы м  у п р а в л е н и 
ем.  Чтобы станок из заготовки вырезал деталь заданной конфигурации, системе 
автоматического управления станком необходимо задать программу работы 
в виде x(t )  =  ф!(/),  у ( / ) = ф 2(/) (плоская деталь) или £ ( t ) = y \ ( t ) ,  y(t)  =  
=  Фг(/), 2 ' (0 = фз(0  (пространственная деталь). Функции ф !(0 .  Ф г ( 0  задают 
скорости перемещения режущего инструмента вдоль координатных осей. Исход
ной информацией для получения ф | ( 0 * фг(0  служат уравнение контура детали 
ф |(* ,  у ) =  0 и уравнение контура заготовки Ф2(*, у) = 0 . По G>i (х, у) = 0  в зави
симости от применимого типа режущего инструмента определяется траектория 
режущего инструмента F(х, у) =  0. И далее, по (8.12) отыскиваются искомые 

dF • dF
ФУНКЦИИ Х ( / )  =  (О (X, У) -jjjj =  Ф,(0, y(t)  =  — «  (х, у) - g j  =  Ф2(0* С помощью

функции о>(х, у) задается скорость перемещения режущего инструмента; 
(скорость резания), которая зависит от количества удаляемого материала (при
пуска на обработку). Для каждой точки контура детали ф ,(х ,* / )= 0  припуск 
определяется как расстояние по нормали к кривой Ф|(х, у ) =  0 до контура 
заготовки Ф2(х, у ) =  0.

4. Определение общих точек плоских кривых. Задача опреде
ления общих точек кривых F\(x,  у ) =  0 и F2{xt у ) =  0 равно
сильна решению системы уравнений

Fi (*, у) =  0. )
F2 (х, у) =  0. ) (8’ 6)

д] \ E l
dx ду

дР2 dF2
дх

Д алее предполагается, что якобиан системы (8.16)

=7̂  0,

а потому существует х*, у * — решение системы (8.16).
Отыскание х*, у * осуществляется с помощью схемы про

граммного управления, работающей в режиме программного 
прерывания. Д ля  этого на АВМ:

а) воспроизводится кривая Fi(x,  у ) =  0 посредством реали
зации решения системы дифференциальных уравнений

d x  dFx
dt  ~~ оуЛ 7“ - ^ Г .  х  (0) =  *0!

йц
dt

E l
dx ’ У( 0) =Уо\ (8.17)

б) воспроизводится функция F2(t) =  F2(х, у)  с помощью 
функций x ( t )  и y ( t ) .  Функция F2( t ) . подается на вход схемы 
программного управления, которая прерывает решение в мо
мент t = t *  по условию F2( t * ) =Q.  При этом получаются значе
ния х(/*) и y ( t * ) 9 являющиеся искомым решением х*, у * систе
мы (8.16).
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П р и м е р .  Найти математические выражения, удобные для определения 
с помощью АВМ общей точки кривых

ехр (*+*/)+*/ =  0, exp (* — r / )+ x  =  0 (8.18)

в квадрате — 1 < * < 0 ,  —- 1 < * /< 0 .  Обозначим через F\ (x t у ) выражение 
ехр ( х+ у )  +у,  а через F2(x, у) — выражение ехр (х — у ) + х .

Первое уравнение системы (8.18) используем для параметрического пред
ставления кривой F i(x, у) =  0 в виде x( t ) ,  y( t )  с помощью (8.17):

*' =  — [ехр (^Н-4/) н-1] =  — ( 1—г/), * ( 0) = * о, (8.19)

у' =  ехр ( х +у )  = — у, у ( 0) = у 0.

Использовать прямо выражение
F*(x% г/) = е х р  (* — У )+ х  (8.20)

для образования функции F2(t) нецелесообразно. Потребуется функциональный 
преобразователь. Чтобы избежать применения функционального преобразовате
ля. найдем для F2(t) определяющее дифференциальное уравнение. Дифференци
рование (8.20) по переменной t с учетом (8.19) дает

dF2 dF2 dx dF2 dy л
dt -  dx d'  +  dy dt ~  ~ (l — x—y + 2 x y ) .

В окончательном виде система дифференциальных уравнений будет:

* ' = - ( 1 - * / ) ,  * (0) = - 0,2, 
у'  =  —у, у(  0) = —0,5,

F g =* — (1 — х — у + 2 ху ) ,  F2(0) =  1,15.

Здесь начальные условия выбраны так: у{0) в середине отрезка [— 1, 0]; усло
вие х ( 0 ) = —0,2 получено путем решения уравнения ехр (л-0 — 0,5) — 0,5 =  0; ус
ловие F2(0) =  1,15 получено путем подстановки значений х(0)  и 1/ (0) в выра
жение (8.20).

§ 7. Задачи

1. Разработать структурные и коммутационные схемы для воспроизведения 
и исследования на АВМ МН-7 заданных функций независимого переменного:

1) y(t = a  sin со/.
2) У(< =  b cos (ot.
3) y ( t =  t exp (—at).
4) y ( t =  /2 exp (—a t ) .

б) y( t =  exp (—at )  sin at.
6) y ( t =  sin2 1.

7) y(t =  a sh to/.

8) y(t =  b ch со/.

9) y(t — exp (—at) sh сot.
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10) 0 ( 0  = е х р  (—at)  ch со/.

11) 0 (О в И - Ж Ч - * 3,О</<1.
12) 0(0 — (1 + 0 “6*3.
13) 0(0 — О+О3*3.
14) 0(О“ (1+Ояехр(-О. 0 ^  t ^  1.
15) 0(O = s in 8in*.
16) 0 ( 0  =  ехр (—sin О-

17) 0(О=ехр (—/ехр (—/)).

18) 0(0 - In  ( 1+ 0 .

19) 0(0 =sin ln (l+ 0 .

ео) y ( t )  =  (i+ о - ехр<-«, о <  / <  i.
21) x( t )  =  cos t (1 + co s  0 . )  

У ( /)= 51 п /(1 + С О 5 0 : } КаРДИОИДа'
22) x( t )  = c o s 3 / , \  

tflo^sin* /.} «стронда.

23) x ( t ) = m c o s t  — cos mt,\
0(0  -  m sin t -  sin mt,  /  эпициклоида.

Исследовать при m ^ 3 ,  m — целом.

24) x ( t ) *=m  cos f+ c o s  mt
. . I гипоциклоила.

0 ( 0  = m  sin f — sin m /t

Исследовать при m ^ 2 , m — целом.

25) x ( t ) * = m c o s t  — A. cos mt,^
# . a . , f эпитрохоида.

0 ( 0  =  m sin / — X sin mt,

Исследовать при т ^ З ,  m — целом, 1 < Л < 2 .

26) x ( t ) = m  cos t-\-X cos mt, 1
j л * , [гипотрохоида.y( t )  *=m sin / — % sin mt,  J

Исследовать при >2, m  — целом, 1< > . < 2.

27) x (0 « = s ih  ( m + l ) / + s l n  ( m — \)t,
0 ( 0  = c o s  ( m + 1) /  — cos (m -

1 - П Ц
: - 1 ) / , ) розы-

t
28) x ( t )  =r- j* cos t 2d t ,

0
t

0 (0 =* J sin /2d/f
спираль Корню, О г ^ / ^ 5 .
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() = c o s  / + /  sin /, ] эвольвента> 0 < « 4я. 
! = s i n / — t c o s t . J

29) x( t )  =  t cos /, |
y ( t )  =  / sin t J спиРаль Архимеда, 0 ^ / ^ 4 я .

30) x( t )  =  cos t exp (—0 ,  1 ^7 v 7 r  \ l логарифмическая спираль.
y( t )  = s i n  t exp (—0 - J

31) x  (/) =  с

y( t ) -

32) x (/)  =  min {/exp (—*0. ^ e x p  (—/)}.

33) x( t )  = m a x  {sin со/, cos со/, 0}.

34) x  (/) =  sin co/-f"1 sin со/1.

35) x( t )  =  min {sin со/, cos со/}.

36) x (/) =  max {/ exp (—/), sin со/}.
37) x (/)  =  min {/exp (—/), exp (—Z2)}.
38) x(/)  =  max {exp (—/) ,  exp (—Z2)}.

2. Для следующих ниже кривых найти системы определяющих дифференци
альных уравнений и составить структурные схемы АВМ для воспроизведения их 
решений:

1) окружность (* — а\ )2+ { у  — />i) 2 =  # 2;

— «i)a . (У — Ь{?
2) эллипс  р  +  — р ------- = 1з

(х  — ах)2 (у — b. )а
3) гипербола — ------— — р ------- =  !*•

4) парабола (х — a{) 2= k ( y  — bx) ;
5) декартов лист х3+ у 3=За ху ;
6) алгебраическая кривая х4-\-у4— 2 х у — 0;
7) улитка Паскаля (х2+ у 2 — ах )2= 1 ( х 2+ у 2)\
8) лемниската (х2-\-у2) 2 — 2а2(х2 —  у2) = 0 \
9) овал Кассини (х2+ у 2) 2 — 2с2 (х2 — у2) = а 4— с4;

CL *4~ X
10) строфоида у2 =  х % - .

3. Вывести необходимые дифференциальные уравнения (см. стр. 168) и, 
решая их аналитически, показать правильность определения общей точки линий:

1) й\\Х-\~а\2у—/>1=0, 02\Х-{-а22У—/>2=0;
2) x *+y2- R 2= 0 t y - k x  =  0 ;

X2 и2
з) -p- +  -p- =  i, * * - * »  =  о.
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4. Показать, что если якобиан системы (8.16) равен нулю, то по изложенно
му методу (см. стр. 168) нельзя установить наличие общих точек кривых (8.16), 
так как при этом F2(t) =  const.

3)

X(t)i

а

Рис. 8.14.

W t

ч)

5. Составить коммутационные схемы для воспроизведения на АВМ МН-7 
функций, показанных на рис. 8.14.
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ЭЛЕМЕНТЫ НЕПРЕРЫВНОЙ ЛОГИКИ

§ 1. Булева алгебра выбора

Булева алгебра выбора представляет собой обобщение из
вестной алгебры логики и содержит последнюю в себе в виде 
частного случая. Если алгебра логики нашла широкое приме
нение при синтезе так называемых комбинационных логических 
схем и при программировании цифровых вычислительных м а
шин, то алгебру выбора полезно использовать при разработке 
ряда диодных операционных блоков АВМ и при программиро
вании работы аналоговых машин. В алгебре логики исследуются 
операции над переменными, которые меняются дискретно и мо
гут принимать лишь два значения. В алгебре выбора изучаются 
операции над произвольными переменными (дискретными и 
непрерывными), но они должны быть ограничены по величине 
сверху и снизу. Алгебру выбора в литературе часто называют 
непрерывной логикой.  В отношении алгебры выбора следует 
с самого начала оговориться, что ее применение при программи
ровании АВМ не приводит непосредственно к схеме, «наилуч
шей» в каком-либо смысле. Алгебра выбора полезна тем, что 
позволяет путем формальных равносильных преобразований 
математических выражений получать большое разнообразие л о 
гических схем АВМ, из которых можно отобрать схемы, удоб
ные для реализации.

1. Операции выбора и их свойства. Будем рассматривать
множество М действительных ограниченных переменных, содер
жащ ее свою верхнюю грань р и нижнюю грань q.

Назовем центром множества М точку — По отношению
к этой точке предполагается симметричность множества М.  Это 
означает, что, если х принадлежит /И, то элемент x  =  p + q —х 9 
симметрично расположенный относительно центра, также при
надлежит М.  Ясно, что при q =  — р центр множества — нуль, 
а х — элемент, симметричный элементу х , отличается от него
лишь знаком, т. е. х  — —х. В частности, это будет, когда р =  I,
a q =  —  1.

Выбор по элементу х  симметричного ему элемента
х  = p - \ - q — х  будем рассматривать как одноместную операцию,
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ааданную на множестве М.  Эту операцию называют инверсией 
и иногда обозначают как inv х = х .

Н аряду с инверсией определим на множестве М еще две 
двуместных операции выбора

Множество переменных М,  на котором определены три опе
рации выбора inv, max, min, будем называть булевой алгеброй  
выбора.  Выражения, содержащие конечное число переменных 

*2, Хз, . , связанные операциями выбора, назовем форму
л ами алгебры выбора.  Предмет изучения алгебры выбора — ме
тоды установления равносильности вида А  (х,, х2, х3, . . . )  =  
=  В (х ь х2, х 3, где через А (х ь х2, х 3, . . . )  и В ( х и х 2, х 3, . . . )  
обозначены формулы алгебры выбора.

Из определения операций выбора следуют равносильности: 
инволюция

дистрибутивность 

m ax {*1, min (х2, x3)} =  min {max (хь х 2),  max (хь х3)}, (9.6)

min {*i, max (х2, x3)} =  max {min (хь х 2), min (хь х3)}; (9.7)

свойство А. де Моргана

i max {Xl х2) ■=
x, при x 3 ^  X,2 >

x2 при x2 ^  xx;
при x2 x v 
при x 1 > x 2.

x = x \ (9.1)
коммутативность

max (xi, x2) = m a x  (x2, x ^ ,  
min (X(, x2) = m i n  (x2, x t);

(9.2)
(9.3)

ассоциативность
max {x,, max (x2, x3)} =  max {xb x2, x3}, 
min {xi, min (x2, x3)} =  min {xb x2, x3};

(9.4)
(9.5)

min (x1( x2) =  max (xx, x2),

max (x1( x2) =  min (xx, x2);

(9.8)

(9.9)

идемпотентность
max (x, x) = x ,  

min (x, x) = x ;

(9.10)

(9.11)
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нейтральность граней
шах (x, q) = х ,  (9.12)
min (х, р) = х ; (9.13)!

экстремальность граней
шах (х, р) = р , (9.14)
min (х, q) = q .  (9.15)

Соотношения равносильности (9.1) — (9.15) позволяют вы
полнять над произвольными формулами алгебры выбора р аз 
личные преобразования, приводящие их к более простому или 
болёе удобному виду. Равносильность формул алгебры выбора 
можно установить, используя равносильности (9.1) — (9.15), 
или непосредственной проверкой с помощью так называемых 
таблиц выбора. Для иллюстрации применения таблицы выбо
ра покажем, например, справедливость равносильности (9.7) 
min{jt|, m ax(x2, Jt3) } = m a x { m i n ( x b х2), min(jch х3)}. Д ля этого 
обозначим через у\ левую часть min{jcb m ax(x2t *з)}, а через 
ij2 — правую max {min ( х и х 2), min ( хи jc3)}.

Т а б л и ц а  I
< 1

1J  т а х ( * , , х а) Ih | m in ( m l n U t . X s )

*1 *2 *3 кг К\ К\ К\ К\
Х\ *3 *2 *2 К\ К\ Х\ К1
*2 Х\ *3 *3 К\ Кч Х\ Х\
*2 Кг К1 *3 Кг Кч Хз Хг
*3 Х\ Кч х 2 К\ К\ Хз Х\
*3 ~ *2 К\ Кч Кч Кч Хз Хч

В первых трех столбцах таблицы выбора располагаются пе
ременные х х, х 2 ,  х3 в о  всех возможных соотношениях в  порядке 
возрастания слева направо.так, что для первой строки 
<Zx3, а для второй х х< х 3< х 2 и т. д. Сравнение содержимого 
столбцов таблицы левой и правой частей выражения (9.7) убеж
дает в справедливости (9.7). Столбцы m ax(x2, x3), min(*i, х2), 
min(jti, *з) играют вспомогательную роль: содержат результаты 
промежуточных операций.

Часто равносильность формул алгебры выбора можно уста
новить на основе соотношений двойственности. Операцию max 
будем называть двойственной операции min и наоборот. Фор
мулы Л и Л* называются двойственными, если одна получается 
из другой заменой каждой операции на двойственную. Из равно
сильностей (9.8) и (9.9) следует, что, если А ( х х, х2, х3, . . . )  
и А*(х \ ,  *2, *з, . .  • ) — двойственные формулы, то формулы 
Л(лгь х 2 г х 3 ,  . . . )  и  Л * (х ь х 2 , х 3, . . . )  равносильны. И далее, как
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следствие, получаем для равносильных формул А и В равно
сильность их двойственных А* и В*.

Все операции выбора выражаются через алгебраическое сло
жение и функцию модуль (абсолютное значение). Д ля опера
ции inv этот факт следует из ее определения. Д ля операций 
max и min имеют место такие легко устанавливаемые представ
ления:

min (х1У х 2) =  ^  \хг +  х2 — \хг — х 2\Ъ 

max (хг, х2) =  j  \хх +  х2 +  — х2|].

Операции выбора сочетаются с обычными алгебраическими 
операциями сложения и умножения, с которыми они дистрибу
тивны:

* i+ m a x  (х2, *з) = т а х  { ( Х \ + х 2), ( х {+ х г) } у (9.16)
max ( xu x2) + m a x  (х3, х 4) =

=  т а х  {(*1+ * з ) ,  (*2+ * з ) ,  ( * i + * 4)» (^2+ ^ 4)}, (9.17)
Х[ max (х2у х3) = т а х  {ххх ъ х хх2). (9.18)

Равносильности (9.16) — (9.18), конечно, сохраняются при за 
мене операции max двойственной операцией min.

Реализация операции выбора на АВМ рассматривалась на
ми в § 10 гл. 2.

2. Предикаты. Предикатами  называют логические функции, 
заданные в М.  Предикат может быть функцией одного перемен
ного или нескольких. Особенность предикатов как логических 
функций — в том, что их область значений содержит лишь два 
элемента — два действительных числа из множества М.  Мы 
дальш е будем встречаться с предикатами, которые в множестве 
М  принимают лишь значения р и q, соответствующие граням 
множества М,  Тот факт, что значения предикатов леж ат  в А/, 
позволяет рассматривать предикаты как дискретные перемен
ные из М, и следовательно, позволяет применять к ним операции 
выбора inv, max, min. Предикаты в дальнейшем будем обоз
начать заглавной буквой Р латинского алфавита.

В простейшем случае предикат Р(х)  имеет один аргумент х . 
Такой предикат выражает некоторое свойство переменной х . 
Например, предикат: «х — положительное число». Этот преди
кат можно записать так:

t -р для дг >  0,
Р (х) =  \{ q для х  0.

Переменная х , пробегая все значения от q до ру с помощью 
предиката Р(х )  разбивает множество значений х  на два под
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множества. В одном, для которого Р ( х ) = р , сосредоточены все 
положительные значения х, в другом все остальные.

Наиболее важны предикаты от нескольких переменных. Т а
кими предикатами можно задавать  отношения между перемен
ными, как-то: x x(t) < x 2(t)'\ х х (/) + х 2(/) + x z (t) < 0  и другие.

В качестве примера рассмотрим предикат Р ( х и х2) =  
=  sign (xj +  x 2 — R 2) , определенный на прямоугольнике 
q ^ x {^ . р ,  q ^ x 2^ p .  Напомним, что

\ 1 для 0,
sign г =  \ л . л

1— 1 для г <  0.

На рис. 9.1 показана прямоугольная область задания предика
та и окружность в ней х\  +  x 2— R 2= 0. Легко замечается, что 
для всех внутренних точек области, ограниченной окружностью* 
предикат принимает значение Р ( х i, х2) =
=  — 1. Д ля  всех остальных точек 
Р ( х j, х 2) =  1.

С помощью предикатов образуют так 
называемые штрафные функции, исполь
зуемые при программировании АВМ для - 
решения задач математического програм
мирования (§ 4 гл. 10) и для решения 
систем неравенств. Примером штрафной 
функции по отношению к области, огра- . 
ниченной окружностью х\  +  х 2 —R 2= 0, 
может быть функция

хг

Рис. 9.1.

ф (*!, х 2) =  \х] +  х~ — R 21 sgn (xf XI -  Ла), (9.19)

где предикат

sgn (х\ +  х\
есл и х2 +  х\  — R 2 ^  0, 

х\  -  R 2 >  0.если х\

Из (9.19) следует, что штрафная функция не отрицательна. 
Д ля всех пар (x lf х2), лежащих внутри области х 2-\- x2— R 2= 0, 
штрафная функция равна нулю, а вне области значения штраф
ной функции тем больше, чем больше от области удалена точка 
(х ь х2). Таким образом, «штраф» пропорционален степени от
клонения от допустимой области.

Воспроизведение предикатов на АВМ осуществляется с по
мощью схемы программного управления или с помощью бес
контактной релейной схемы. Предикат представляет собой р а з 
рывную функцию с разрывами первого рода в виде конечных 
скачков. Воспроизведение таких функций уже было рассмотрена 
в § 4 гл. 8.
12 А с Урмэев



178 ЭЛЕМЕНТЫ НЕПРЕРЫВНОЙ ЛОГИКИ [ГЛ. 9

3. Связь алгебры логики с алгеброй выбора. Алгебра логики 
содержится в алгебре выбора. Чтобы убедиться в этом, доста
точно выделить из множества переменных М подмножество 
предикатов М'  и рассмотреть на АГ операции выбора. Д ля опе
раций выбора, определенных на М', характерно то, что исходные 
переменные (предикаты) принимают лишь два значения р или 
q , и соответственно результаты операций выбора и формулы 
алгебры выбора будут принимать лишь одно из двух значений 
р или q. В алгебре логики операции max соответствует конъюнк
ция, а операции min — дизъюнкция. Все равносильности (9.1) — 
(9.13) сохраняются и вг алгебре логики. Диодные схемы выбора 
максимума (рис. 2 .29 ,6))  реализуют логическую операцию конъ
юнкции. Эта схема получила название «схема и». Диодная схе
ма выбора минимума (рис. 2.29, г))  реализует логическую опе
рацию дизъюнкции. Схема получила названия «схема или».

■§ 2. Условные операторы присваивания и их реализация на АВМ

1. Условный оператор общего вида. Понятие условного опе
ратора присваивания возникло в алгоритмических языках для 
программирования цифровых вычислительных машин. Напри
мер, в алгоритмическом языке «Алгол-60» условнный оператор 
присваивания записывается в следующем виде:

у: =  if В then х else г, (9.20)

где В  — некоторое булево выражение, принимающее в зависи
мости от своей истинности значения 0 или 1; у — переменная, 
которой присваиваются значения переменной х или переменной 
г. В обычной математической символике условному оператору 
присваивания (9.20) соответствует запись

[ х, если В =  0,
У = \г> если В =  1. (9-21)

Потребность в реализации условных операторов присваива
ния возникает и при программировании АВМ особенно, когда 
решаемая задача приводит к схеме, имеющей переменную 
структуру. При программировании АВМ роль булевой перемен
ной В  выполняет предикат P( t ) .  С учетом этого оператор можно 
ваписагь аналогично (9.21)j

( x ( t ) ,  если Р (t) =  р,
^ =  { г (/). если Р (t) — q. { ]

Запись условного оператора присваивания (9.22) через опе
рации выбора не представляет особого труда.
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Действительно,
t / ( 0 = m a x  {min{x(/), Р ( / )} ,  min { z (0 ,  Р ( 0 } } : i(9.23)|

или в равносильной форме
«/(/) =  min {max {x( t ) ,  P ( t ) } ,  max {z ( t ) ,  P ( t ) } } . ^  (9.24)’

В обоих случаях P( t )  =  inv P( t )  = —P( t ) .
На рис. 9.2 представлены схемы ABM, воспроизводящие 

t(9.23). Схема a) — структурная. Ей соответствуют три принци-

так как + Е  =  | — Е\  >  | ир \ =  | w_p | . Схема содержит шесть дио
дов и по числу диодов не является экономичной. Более эконо
мичная схема показана на рис. 9.2, а) . Она реализует выраж е
ние «у= т а х  (min (uxt а и р), min (игу а ы -Р), — £}, где а  — не
который постоянный положительный коэффициент, меньший 
единицы и зависящий от величин сопротивлений резисторов, ис
пользуемых в схеме. Практическая реализация последнего вы 
ражения требует масштабирования, чтобы сохранилось условие 
\их \ < \ а и р \. На рис. 9.2, г) показана схема, отличающаяся 
лишь тем, что в ней^ изменено положение входных резисторов

г)д)
Рис. 9.2.

пиальные электрические схемы б), а), г).  Схема б) реализует 
выражение

uv= max {min (uXJ up,-\-E),  min (иг, u - Pl + E ) t —E} =
=  max {min (uxy up) t min (uzt u - p) } 9
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и диодов. Схема реализует выражение «y= rn a x { m in  ( а их, ир)% 
\ т п ( а й г, и . р ), —£}, которое также требует масштабирования.

Аналогично можно построить схемы, реализующие условный 
оператор присваивания по выражению (9.24).

2. Ключевые схемы. Ключевыми схемами (ключами) назы
вают схемы, реализующие частный вид условного оператора 
присваивания

_  ( X W ’ если Р ^  =  р>
у У > - \  о, если P( t )  =  q.

Ключевая схема получается из схем рис. 9.2 заменой пере
менных z ( t )  и иг на константу 0. В практике встречается боль
шое разнообразие ключевых схем. Рассмотрим некоторые из 
них. Из общих выражений условного оператора присваивания 
(9.23) и (9.24) при г ( / ) = 0  получаем отдельно для х > 0  и 
* •< 0  следующие выражения:

f max {0, m in{* (/), Р  (/)}} для * ( / ) > ( ) ,
^ I min {0, max {дг (/), Р  (/)}} для х ( / ) < 0   ̂ ^

или после равносильных преобразований
min {х (/), max (0, Р (/)}) Для х ( / ) > 0 .

, шах {х (/), min{0, Р (/)}} для х ( / ) < 0 .
Воспользуемся сначала выражением (9.25). Соответствую

щ ая  ему структурная схема показана на рис. 9.3, а).  Верхняя

У(0 = (9.26)

На вход 0У

а.1

If
3
Upi

!'Ж4<
pit I  L l~ p

~ Х  На вход ОУ

в)
Рис. 9.3.

ветвь схемы реализует у ( / ) = т а х { 0 ,  m i n jx ( f ) ,  P ( t ) ) } ,  нижняя 
ветвь реализует f / ( ^ ) = m in  {0, max { * (0 ,  Р (0 } } -  Выходы ветвей
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объединены между собой пунктирной линией. Электрические эк
виваленты каждой ветви структурной схемы рис. 9,3, а) показа
ны на .рис. 9.3, б). Выходы электрических цепочек обозначены 
через иу.

Роль резистора нагрузки R B обычно играет входной ре
зистор масштабного усилителя, к которому подключается клю
чевая схема. Напомним, что вход ОУ масштабного усилите
ля потенциально заземлен, поэтому именно через резистор R a 
в схему выбора подается константа 0. Все одноименные клеммы 
обеих электрических цепочек можно объединить, в результате 
чего получаем схему так называемого последовательного ключа, 
показанного на рис. 9.3, в).  Основанием к электрическому объ
единению одноименных клемм является тот факт, что перемен
ная x( t )  не может быть одновременно и положительной, и отри
цательной. Поэтому в рабочем состоянии находится всегда лишь 
одна ветвь. Наличие диодов /,  2, <3, 4 и разнополярных напря
жений ир и исключает электрическое влияние цепочек друг

IРШ

\Plt]

j max - A 1 min

х (tJ

min max

y(t]

а)

Рмс. 9.4.

на друга. Последовательный ключ рис. 9.3, в) может быть пре
образован в последовательный ключ мостового типа, показан
ный на рис. 9.3, г).  В этой схеме по сравнению со схемой 
рис. 9.3, в) диоды 3 и 4 и резисторы R поменялись местами. 
Такая перемена радиоэлементов в сил_у коммутативности опе
раций min {*(/) ,  P( t ) }  и max {*(/), P ( t ) }  не меняет логики 
работы схемы.

Если теперь воспользоваться выражениями (9.26), то полу
чим так называемый параллельный ключ. Структурная схема
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его, как и схема последовательного ключа, состоит из двух вет
вей, показанных на рис. 9.4, а).  Выходы каждой ветви пунктир
но соединены по причине того, что в рабочем состоянии пребы
вает всегда одна ветвь. Две электрические схемы, логически 
эквивалентные схеме рис. 9.4, а ) ,  показаны на рис. 9.4, б) и в ) .  
Различия электрических схем вызваны лишь способами подачи 
переменных uPt u - p *и 0. В схеме рис. 9.4, б) ир и и . р подаются 
через диоды У и 2, а 0 — через резисторы, в схеме рис. 9.4, в) 
наоборот, ир и и_р — через резисторы, а 0 — через диоды 1 и 2.

§ 3. Некоторые применения булевой алгебры выбора

Здесь будет описана работа ряда схем АВМ, иллюстриру
ющих применение булевой алгебры выбора.

1. Переключательные цепи. 1) П е р е к л ю ч а т е л ь н а я  
ц е п ь  I. На рис. 9.5, а) изображена структурная схема пере
ключательной цепи, на вход которой поступает переменная у(1) 
и два предиката Л ( 0 »  ^ 2 (0  с инверсиями P\{t)> Р 2 (0 -  П ока
жем, что в зависимости от значений, принимаемых предикатами, 
переменная y( t )  появляется лишь на каком-либо одном выходе

Pt Pi Pi Pz Pf Pi Pz Pz

a) 6}
Рис. 9.5.

схемы. Действительно, прямо по схеме легко установить, что, 
например, переменная х х\t)  выражается через условный опера
тор присваивания

' у  (t), если P j (t ) =  Р г (/) =  р,  
q в любом другом случае.

[Аналогично

"Cl (t) = { J

x*(t)
у  (t), если P x (t ) =  P 2 (() =  p, 

q в любом другом случае

* т. д.
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2) П е р е к л ю ч а т е л ь н а я  ц е п ь  И. Н а рис. 9.5, б) дана 
структурная схема переключательной цепи, на вход которой по
ступает четыре произвольных переменных x x{J), x 2(t),  x 3(t),  х4( 0  
и два предиката P \ ( t ), Р2( /) с инверсиями P \ ( t ) % На вы
ходе схемы вырабатывается одна переменная y ( t ), причем, как 
следует из рис. 9.5, б),
y ( 0 = m a x  {min { * i(0 .  P, ( t ) ,  P2(t )},  min {x2(t),  P i ( t ) ,  P i ( t ) } ,  

min {*3( 0 .  Л ( 0 .  -РгСО). min {*«(0. P u  -Рг}}- (9.27)
Последнее выражение представляет собой обобщение опе

ратора присваивания (9.22). Действительно, в другой записи 
(9.27) будет выглядеть так:

*i (0. если (0 =  Р г (/) =  р,

х 2 (/), если Т х (/) =  Р 2 (0 =  р ,

У ( / ) = / * з ( 0 .  если P l (t ) =  P . A t ) = P ,
I х4 (0, если (0 =  Р 2 (/) =  р.

Таким образом, переменной */(/) в зависимости от .значе
ний, принимаемых предикатами /М О» /М О» присваиваются 
значения одной из четырех переменных -МО» x 2( t ), х3(0» х4(0 -

Сравнивая работу переключательных цепей I и II, можно 
заметить, что они решают противоположные задачи. П ервая 
цепь одну входную переменную «пропускает» в одном из четы
рех возможных направлений. Вторая из четырех возможных 
переменных выделяет лишь одну из них, «пропуская» ее на 
выход схемы. Не представляет особого труда построить ан а
логичные переключательные цепи для большего числа пере
менных. Так, для • построения переключающей цепи I на восемь 
возможных направлений достаточно к двум имеющимся пре
дикатам P\{t )  и Р2{t) добавить еще один Р з (0 -  Вообще, рас
полагая п предикатами P \ ( t ), Р 2(0» • • •, /М О  и их инверсиями, 
можно построить: а) переключающую цепь I на 2" направлений;
б) переключающую цепь II, осуществляющую выбор одной 
Ф У Н К Ц И И  ИЗ 2” фуНКЦИ Й Х\  ( 0 ,  х2(/), . . . ,

2. Схемы запоминания. Схемы запоминания  значений пере
менных строятся на базе интеграторов, входные переменные ко
торых содерж ат специально подобранные предикаты. Запомина
ющим элементом в интеграторе является конденсатор обратной 
связи (см. рис. 2.10, а)}.

Рассмотрим в общем виде принцип построения схемы, способ
ной осуществить запоминание значения переменной. Пусть необ
ходимо запомнить значение переменной x ( t ) ,  соответствующее 
аргументу /*.
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Выявим сначала переменные, которые должны поступать на 
вход схемы запоминания. Таких переменных две. Первая — * '( / ) ,  
по ней интегратор вырабатывает саму функцию * ( / ) ,  значение 
которой подлежит хранению. Вторая переменная — предикат 
P ( t ) .  С помощью него задается значение аргумента /*:

p ( t )  =  \ p ' есЛ11[q} если / > / * .

И з предиката P( t )  и переменной * '( / )  формируется условный 
оператор присваивания

( — х ' (t), если Р (t) =  р, т. е. если
У ( 0 t РГ» Л и //Л п Т Р  РГ* Л LI / Х» / * (9.28)если Р  (t) =  q> т. е. если / >  t*

Оператор (9.28) уже знаком нам. Его реализуют ключевые схе
мы, рассмотренные в § 2 гл. 9. Нетрудно заметить, что, если пе
ременную y ( t )  подать на вход интегратора, то, спустя момент 
времени /* ,на  выходе интегратора будет константа, равная * (/* ) .  
Д ля доказательства этого достаточно проинтегрировать перемен
ную y ( t ) .  Интеграл от y( t )  с точностью до знака и начального 
значения * (0 )= л :о  будет равен

t t* t
f  У (0 d t  = j V  ( t ) d t +  I  0  • dt  =  л: (t*)
0 0 t*

для всех t ^ t * .
Аппаратурно схема запоминания должна содержать два опе

рационных блока: интегратор и ключ на его входе. Д ля ряда 
частных случаев эта общая схема иногда упрощается.

I  Х'°
x ”(t) I| X -£ ® ! | \  пй
” U ^ Г - 7 П / — -

(—Н—| \

y(t) .
~Хтах

6)

Рис. 9.6.

1) З а п о м и н а н и е  в е л и ч и н ы  л о к а л ь н о г о  э к с т 
р е м у м а .  Пусть переменная x( t )  изменяется так, как показано 
на рис. 9.6, а).  Переменная x( t )  вырабатывается цепочкой из 
двух последовательно включенных интеграторов. На рис. 9.6, б) 
цепочка изображена пунктиром. Необходимо построить схему, 
которая способна запоминать значение x max= x ( t * ) . Такая схема 
показана на том же рис. 9.6, б) сплошными линиями.
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sgn х'  (t) =

Покажем, что на выходе интегратора 1 спустя момент време
ни t* вырабатывается константа, равная —Xmai=—x( t*) .  Д л я  
этого запишем выражение переменной y( t ) :

U ' ( 0 .  если x ' ( t ) > 0 ,
У ( < ) _ 1 0, если ( / ) < 0 .

Если теперь ввести в рассмотрение предикат
1, если * ' ( / ) >  О,

. О, если *• '( /)< : 0,

то переменную y( t )  можно записать иначе: y ( t )  = * ' ( / ) s g n [ .v ' ( / ) ] .  
Интегратор вырабатывает интеграл от этой переменной:

— $ У U) dt  =  — J (t) sgn [х’ (/)] d t =  
о о

=  — I  х ’ {t )dt  — \ 0 • dt  =  — х  (/*)
О t*

для всех
Мы рассмотрели схему для запоминания величины локально

го максимума. Аналогично строится схема и для запоминания 
значения локального минимума.

2) З а п о м и н а н и е  м о м е н т а  в р е м е н и  с в е р ш е н и я  
н е к о т о р о г о  с о б ы т и я .  Будем под событием понимать факт 
перехода некоторой переменной через нуль. На рис. 9.7, а) изо
бражена переменная у( ( ) ,  которая в момент времени /* перехо
дит через нуль. Необходимо запомнить величину /*.

Рис. 9.7.

Структурная схема запоминания /* представлена на 
рис. 9.7, б). Схема содержит блок, вырабатывающий y ( t ) 9 схему 
ограничения пределов, которая воспроизводит предикат 
— a sgn [j /( / )  ], и интегратор. Легко заметить, что выходной пере
менной интегратора после момента времени /* будет констан
та /*, Действительно,

j t t* t
-  I  a sgn [y(t)]dt  1 +  $ 0 - d t  =  t*.
a 0 0 t*
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Только что рассмотренная схема может иметь одно важное обобщение. Рас
смотрим его. Пусть некоторый исследуемый процесс характеризуется двумя пе
ременными Xi(t) и x 2{t )• Пусть, далее, при наилучшем течении этого процесса 
переменных х х(/),  x2(t) не должны попадать в некоторую область. Будем счи
тать, например, что эта область ограничена окружностью х^ х% — R2 =  О 
так, как это показано на рис. 9.1. Предполагается, что процесс происходит не луч
шим образом и иногда июбражающая точка процесса заходит в область. Тре
буется определить суммарное время пребывания изображающей точки в обла
сти. Это время могло бы характеризовать качества течения процесса. Искомое 
время может быть получено с помощью схемы рис. 9.7, б) при условии, что пе
ременная у (t) =  х \  (0  +  х \  (/) -  R 2 . Конечно, при этом на вход блока, восп- 
производящего y ( t ) f необходимо подать переменные х { (/) и x2(t) от исследуемого 
процесса.

3. Воспроизведение функции «медиана». Медианой от трех 
переменных X\(t ) ,  *2(0 » * з (0  называют функцию

med{*i(0, М 0>  *з (0} =

Xi{( ) t если х2 {1) < x i{ t )  ^  x3 {t) или xz {t) ^  х\ (/) ^  x2 {t),
х2 ( /) ,  если хх (0  <  х2 (t) ^  х 3 (t) или х3 (/) <  х2 (/) <  хх (/),
x 3 ( t ) f если x i  (/) <  x 3 {t) <  х2 (/) или х2 (t) ^  х3 (/) <  xi (/).

Н а рис. 9.8 показаны три переменные Х\ ( /),  x2( t ), x 3(t) и более 
жирно выделена медиана. Из рисунка следует, что для разных 
моментов* времени в качестве медианы выступают разные пере
менные.

Аналогично тому, как мы определили медиану от трех пере
менных, можно определить медиану от пяти, семи и вообще от

любого нечетного числа перемен
ных. Однако мы ограничимся 
лишь тремя переменными.

Функцию «медиана» можно 
использовать для выбора наибо
лее достоверного результата из 
ряда результатов, получаемых 
одновременно на АВМ. Пусть 
имеются три одинаковые схемы 
АВМ, которые одновременно вос

производят решение одной и той 
ж е задачи с результатами X\(t ) ,  х 2(/),  x 3(t).  В идеальном елучае 
все эти три переменные должны совпасть. Однако из-за различ
ных погрешностей совпадения не происходит. Считается, что наи
более достоверный результат дает медиана от них.
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Медиана достаточно просто выражается операциями выбора 
med {-МО, x2(t),  х3(0 }  =
« ш а х  {min (х Щ ),  х2(/)} , min { * i (0 ,  х3(/)} , min {х2Щ , *3(0}}i

(9.29)
или
med {х, (/), х2(/),  х3(0 }  =
=  min {max {х; (/),  х2(/)} , max {хЩ ), .х3(/)}, max {х2(/) ,  х3(/)}}.

(9.30)
Медиану можно представить через'операции сложения, вычита
ния и операции выбора
med {Х|(/) ,  х2(/),  х3Щ } =  х , ( 0 + х 2( / ) + х 3(/) —

— max { х , (0 ,  х2( 0 ,  х3( / ) } —min (х Щ ),  x2(t),  х3(/)}.

4. Воспроизведение решений дифференциальных уравнений с переменной 
структурой. В качестве иллюстрации использования булевой алгебры выбора 
для программирования АВМ при воспроизведении решении дифференциальных 
уравнений с переменной структурой рассмотрим так называемую задачу с под
вижной границей.

Такие задачи встречаются при изучении явлений переноса некоторой суб
станции (массы, тепла, энергии) в какой-либо среде. В процессе переноса в сре
де возникают фазовые превращения, определяемые интенсивностью переноса. 
Первоначально однородная среда разделяется на зоны разного фазового состоя
ния. Зоны отделяются поверхностями — границами. Границы не фиксированы в 
пространстве и с течением времени меняют свое положение. Простейшим приме
ром этому может служить явление зимнего замерзания воды в водоемах. По 
вертикали водоем разбивается на две зоны: твердую фазу (лед) и жидкую фазу 
(еще не замерзшую воду). Толщина льда — величина переменная, зависящая 
от меняющейся температуры воздуха.

Механизм переноса субстанции в разных фазах несколько отличается. Поэ
тому процесс переноса в каждой фазе описывается разными дифференциальны
ми уравнениями, структура которых меняется при переходе через границу.

Для простоты остановимся на одномерном переносе в двухфазовой среде. 
Предполагая, что дифференциальные уравнения в частных производных, описы
вающих перенос, аппроксимируются системой обыкновенных дифференциальны* 
уравнений, имеем систему уравнений

х j =  fj (Xi, х2, • . .»  xj , . . . ,  х п), / = 1 , 2 ,  . •, n , для xj  <  А

или
x'f = фу (*1, Хег% х п), 1 =  1,2, ..., п, для ху> А,

Здесь п — порядок системы обыкновенных уравнений; А — некоторая кон^ 
станта, фиксированная для данной среды и определяющая условия фазового 
превращения. Системы уравнений могут быть представлены и реализованы 
в АВМ с помощью условных операторов присваивания вида

дг’ =  шах (min {fj, Pj ), min (фу, Pj}},

где предикат
( р % если А —  Xf >  0,

Pj (XJ) если д  ^ Xj < .
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§ 4. Задачи

1. Доказать равносильности
1) max {min ( хи x2) t m in (f i ,  х2)} =  min{max(A,, х 2), m ax (x h *2)} =

2 ) max{min(*i, х2), min(X|, х3), min(*2, *з)} =
=  min{max(A1, х2), шах ( хи *з), т а х ( х 2, х3)}.

2. Разработать cTpyKfypiiyio и электрическую схемы АВМ для присваива
ния переменной x( t )  знака переменной s(t).

У к а з а н и е :  для переменной y( t )  — \x( t )  | sign [ s ( 0 ]  доказать равносиль
ность представления

y( t )  = m a x { m in { * ( / ) ,  P(t ) } ,  min{—х(/)» P ( t ) } t min{*(/), — x( t ) ,  —P(0)}.
где предикат

3. Доказать, что знак произведения двух переменных х { и х2 можно образо
вать с помощью выражения max{m in(zb z2), min(zi, z2)}, где 2i =  s ign*i,  г2 =  
=  s ig n x 2- Построить структурные и электрические схемы.

4. Показать, что, если выходы схемы рис. 9.5, а) подать на одноименные 
входы схемы рис. 9.5, б),  то получится схема, осуществляющая тождественное 
преобразование. Можно ли ожидать тождественности преобразования входных 
переменных, если выход схемы рис. 9.5, б) подать на одноименный вход схемы 
рис. 9.5, а) ?

б. Построить структурные и электрические схемы для воспроизведения ме
дианы по формулам (9.29) и (9.30).

6. Разработать структурную и электрическую схемы АВМ для воспроиз
ведения функции * ( 0  по заданным функциям a ( i ) t М О » М 0 > если известно, 
что

7. Описать с помощью операций выбора работу схемы рис. 2.24, разрешаю
щей неявное уравнение F(x, у) =  0 относительно переменной у. По полученным 
выражениям разработать бесконтактный эквивалент структурной схемы рис. 2.24.

=  max {min (а*!, х2), max(x,, х2)} = m in { m ax (A l, х 2), min(x,, х2)}.

МО =тах{а(0, *(0}. 
b2(t) = m i n { a ( 0 , * ( 0 Ь

У к а з а н и е :  показать, что
x( t )  = m a x { m i n { M 0 ,  ^ ( 0 ) .  m i n { M 0 ,  р (0}}

где предикат
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МЕТОД ГРАДИЕНТА И НЕКОТОРЫЕ СВЯЗАННЫЕ  

С НИМ СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ НА АВМ

§ I. Дифференциальные уравнения наискорейшего 
спуска и подъема

Градиентные методы позволяют свести решения ряда мате
матических задач к поиску локального экстремума функций мно
гих переменных посредством решения системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Эта важная особенность гради
ентного метода делает его применение особо привлекательным 
при программировании аналоговых вычислительных машин.

1. Вывод дифференциальных уравнений. Пусть необходима 
найти локальный экстремум функционала (функции многих пе
ременных) / ( * ) ,  где х =  {х\, х2у . . . ,  Xj, . . х п}< В дальнейшем 
всюду предполагается, что в области определения функционала 
J (х) локальный экстремум х * =  { х \ ух 2, . . . ^ { с у щ е с т в у 
ет и единствен.

Поставленная задача будет решена, если мы укажем способ 
построения траектории x( t )  —  { x \ ( t ) y x 2( t ), . . . ,  * ,(/) ,  . . . ,  *n( 0 K  
которая обеспечивает попадание в дс* изображающей точки, на
чавшей движение из произвольной точки х(0)  = х 0=  {хю, х2о, . . .  
. . xj0, . . хп0} области определения 1 (дс).

Д ля определенности рассмотрим минимизацию функционала 
/ ( * ) ,  т. е. поиск его минимума. В области определения можно 
проложить бесконечное множество траекторий, соединяющих 
произвольно взятую точку Xq с искомой х*. Выберем из этих т р а 
екторий наилучшую и найдем соответствующее ей определяющее 
дифференциальное уравнение. Под наилучшей траекторией бу
дем понимать ту, для которой dJ/dt  — скорость убывания функ
ционала — наибольшая. Выражение для скорости изменения 
функционала представляет собой скалярное произведение

п
d_J_ =  V  d_J_ d*j
dt ^  dXj dt

вектора градиента
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и вектора скорости изображающей точки
dx  _  (dxi dx2 dxnI
d/1 “  1 d / ’ d/ • e ‘ ‘ ’ d/ * e * e’ dt У’

Всякое скалярное произведение принимает наибольшее абсолют
ное значение, когда сомножители коллинеарны. Это требует, что
бы соответствующие компоненты перемножаемых векторов были 
пропорциональны друг другу, т. е.

dxj/ d t = - p - d J / d x j, / =  1, 2, п %

или в векторной форме
dx/dt  =  р grad / ( * ) ,

где р — произвольное положительное число, играющее роль ко
эффициента пропорциональности компонент. Если к последним 
выражениям присоединить в качестве начальных условий коор
динаты начальной точки х 0, то получим искомые определяющие 
дифференциальные уравнения в форме задачи Коши в векторной 
записи

р  =  — р grad У (х),  х  (0) =  (10.1)

или в скалярной —
dx , д 1

=  X j ( 0 ) = x io, / = 1 , 2 ..........п. ПО. 2)

Дифференциальные уравнения (10.1), (10.2), называют диффе
ренциальными уравнениями наискорейшего спуска.

В тех случаях, когда отыскивается локальный максимум 
функционала / ( * ) ,  естественно потребовать максимального воз
растания J (х) на траектории, что прводит к получению диффе
ренциальных уравнений наискорейшего подъема , отличающихся 
от дифференциальных уравнений (10.1) и (10.2) лишь знаком 
перед коэффициентом р:

~  =  р grad J (х),  х  (0) =  х й ( i0.3)

или

х / ( 0 ) =х , э ,  / = 1 , 2  (Ю.4)

Геометрическая интерпретация минимизации функционала 
J ( x \ , x 2) от двух переменных показана на рис. 10.1. Функционалу 
•f ( x t , x 2) в трехмерном пространстве соответствует поверхность, 
изображенная на рисунке. На плоскости x tox2 показаны линии
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уровня функционала J (дсi, х2) =  const и траектория изображ аю 
щей точки *)( /) ,  x2(t),  которая, начинаясь из точки х 0, приводит 
в точку х*. Эта траектория для каждого момента времени имеет 
направление, ортогональное к линиям уровня.

Дифференциальные уравнения наискорейшего спуска (подъе
ма) часто используют в несколько ином обобщенном виде:

dx
dt =  ±  Р (/) grad J (х)\  х  (0) =  х 0 (10 .5 )

или
dx
5 7 =  ±  P i t ,  ЛГ) grad У (ЛГ); л г (0 )= л г о. (10.6)

J ( x 1txz)

В первом уравнении р(/)  —  некоторая положительная функция, 
а во втором уравнении р (/, х) — соответственно положительная 
функция, зависящ ая еще и от местоположения движущейся точ
ки. В выборе этих функций допустим определенный произвол, 
что позволяет получить большое разнообразие дифференциаль
ных уравнений спуска и отобрать из них 
те, которые обеспечивают желательный 
характер движения при достаточно 
простой реализации на АВМ.

Иногда вместо одной функции р(/, х)  
вводят в уравнение (Ю.6) даж е целую 
матрицу функций [р(/,  дс)].

В простейшем случае это — диагональ
ная матрица:

(10 .7)

п.

~Pl X) 0 . . , 0 ■
0 Р2(Л х) . . . 0

i- 0 0 . . . Рп (Л X).
где все рД/, дс) > 0 ,  / = 1 ,  2 . . .  

Дифференциальное уравнение

J7  =  -  1р(Л * ))  grad У (х). (10.8)
Рис. 10.1.

строго говоря, уже нельзя называть уравнением наискорейшего
dxспуска из-за нарушения условия коллинеарности векторов 

и g r a d / ( * ) ,  вызванного введением матрицы [р(/, * ) ] .

П р и м е р .  Необходимо определить локальный минимум функционала 

J  ( х и  Ха) =  а хх \  +  а 2х \ \  а А >  0i а2 >  0,
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Очевидно, что этот функционал достигает минимума, равного нулю в точке 
*1 =  *2= 0. Однако будем игнорировать этот очевидный факт и начнем движе
ние из некоторой точки х\0, х 2о. Минимизацию функционала проведем двумя 
способами.

П е р в ы й  с п о с о б .  В соответствии с (10.2) дифференциальные уравнения 
наискорейшего спуска будут:

dx  1 dJ
~dt ~  Р д х [ =  2ра,дс,

dxo dJ
dt — ~  Р дх2 ~  — 2Ра‘х *

(0) =  *ю. 

*2 (0) =  *20-

(10.9)

Решения этих уравнений

* i ( 0  = *10  exp (—2ра,0 , *2(0  =*20  exp (—2ра20

при /->-оо асимптотически стремятся к точке искомого экстремума *, =  х2 =  0.
В т о р о й  с п о с о б .  Возьмем дифференциальные уравнения спуска в фор- 

ме ( 10.8), для чего выберем

Pi (*i. О =  (1 +  *?) (1 +  Ор: Рг (*г> О =  (1 4- **) О +  О Р.

где р — некоторое положительное число. Дифференциальные уравнения спуска 
примут вид

dxx
=  — 2ря, (I +  * ,)  (i +  1) *L

d x 2

*i (0 ) =  х 10;

^  =  — 2ра2 (1 +  *1) (1 + 0  *г> *2 (0) =  *го-

Переменные в уравнениях легко разделяются, и решение системы будет:

*1 (0 =
' *Н) ехР -

1 +  *,2о 1 — ехр —  4 И 1 +  — )

St (0 ■■ V *20 еХР — 4ра2 4" 2 j
1 +  х\20

[ -
ехр *2— 4ра2 / -f 9

Видно, что решение асимптотически стремится к Jti =  x2 =  0.
Сравнивая результаты обоих способов, замечаем, что дифференциальные 

уравнения во втором способе по сравнению с дифференциальными уравнениями 
( 10.9) обеспечивают большую скорость процесса минимизации функционала за 
счет дополнительных сомножителей  ̂1 +  *?) • (l +  * | )  и 0  +  О-
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2. Устойчивость уравнений спуска. В только что рассмотрен
ном примере решения дифференциальных уравнений спуска ока
зались асимптотически устойчивыми. Это явилось следствием 
того, что при выводе уравнений спуска мы потребовали убывания 
функционала J(x)  вдоль траектории.

Устойчивость решений дифференциальных уравнений спуска 
(10.2) устанавливается в общем виде на основе так называемого 
второго метода Ляпунова. При этом не приходится прибегать 
к исследованию явного аналитического решения дифференци
ального уравнения. Метод Ляпунова применим к произвольным 
системам дифференциальных уравнений и может быть сформули
рован в виде теоремы.

Если для дифференциального уравнения

T t = F V ’ х >
существует дифференцируемая функция V ( x ) f называемая функ
цией Ляпунова , удовлетворяющая в окрестности начала коорди
нат условиям:

1) V ( x ) ^ 0 t причем 1 / ( х ) = 0  лишь при х = 0 , т. е. функция 
имеет строгий минимум в начале координат;

2) ^  =  grad V - F  ( t , x )  ^  0,

то решение x( t )  = 0  устойчиво.
Если < 0 *  то решение * ( / ) = 0  устойчиво асимпто

тически.
Мы не будем здесь проводить строгое доказательство этой 

теоремы, а наметим лишь идею доказательства в случае асимп
тотической устойчивости.

Пусть *(0) ~Ф~0. Тогда V(х)  > 0 .  Поскольку

^ < 0 .  V ( x )

убывает по t и стремится к нулю при / - v  оо. Однако, если 
К ( * ) = 0 ,  то * = 0 .  Следовательно, решение асимптотически 
устойчиво.

Д ля  дифференциальных уравнений спуска роль функции Л я 
пунова V(x)  играет минимизируемый функционал J ( х ). Д ля  
уравнения спуска (10.2) всегда имеет место неположительная 
скорость изменения функционала вдоль траектории при оо> 
так как

%; =  -  Р it) 2  %  Ж  =  “  Р (0 §га(12 J  < °-
f = l '

13 д. с. Урмаеа
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Аналогично для дифференциальных уравнений спуска более 
общего вида

■£= - 1 р  (/ , .*)]&  a d 2/ ,  

где [р (/, * )]  — диагональная матрица (10.7), имеем:

Часто локальные экстремумы отыскиваются для функциона
лов, которые зависят от времени / (* ,  /).  Такие функционалы на
зывают нестационарными в отличие от уже рассмотренных ста
ционарных  функционалов вида / (* ) •

При программировании АВМ приходится иметь дело именно 
с нестационарными функционалами. Зависимость функционала 
от времени геометрически проявляется в том, что поверхность, 
заданная им, с течением времени меняет свою форму. Это со
провождается изменением места положения локальных экстре
мумов. Локальные экстремумы перемещаются. Изображ аю щ ая 
точка, соответствующая системе дифференциальных уравнений 
спуска (подъема), следует за перемещающимся экстремумом 
и достигает его в благоприятных случаях. Когда же изображаю 
щая точка отстает от экстремума, говорят, что процесс слежения 
за экстремумом неустойчив.

Найдем условия, при которых минимизируемый функционал 
J (х, t) уменьшается ( d J / d t c 0) вдоль траектории, заданной 
уравнениями спуска (10.5)

d x i  /,ч dJ 1 о
dt ~  dxt 9 ] -  U 2 ,

Полная производная J ( x y t) по /

V  0J d x } t f)J

с учетом (10.5) будет равна

( Ю 1 0 )dt **дх ,  dt ^  dt [ i v . i v f
;= I '

dJ , .v V  t dJ \* i dJ
dt — P ( / ) 2 r f U  '1 d t *

/ = 1 4 ' '

где ( d J / d X j ) 2 — положительная величина, которая обращается 
/*=|

в нуль лишь в локальных экстремумах.
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Функционал J (х, t) будет уменьшаться вдоль траектории 
'(dJ/dt<cO)t если

Р со 2  (^■)* >  ||?|- ( i o . l i )

Однако это условие всегда нарушается, как только изобра
ж аю щ ая точка оказывается в окрестности экстремума, где вели-

П
чина 2  (dJ/dXj )а достаточно мала. Размер этой окрестности 

/=]
определяется функциями р(/)  и dJ/dt  и, в частности, может 
асимптотически стремиться к нулю. В этом случае будем гово
рить, что процесс оптимизации функционала / ( * ,  t) асимптоти
чески устойчив.

В качестве иллюстрации влияния р(/) на устойчивость процесса оптимиза
ции найдем вне связи с ( 10.11) условия, при которых будет устойчивым поиск 
минимума , х 2 функционала

/ ( * .  0 - [ * 1 - ф | ( 0 1 2 + [ * 2 - ф 2 ( 0 ] 2 .  ( 1 0 . 1 2 )

В отношении функций <Pi(0 и <рг(0 предполагается дифференцируемость 
й возрастание их модулей: |<pi(0 l* |фг(0 1 *

Положение экстремума функционала (10.12) очевидно:

*[=<Pi(0> * £ == ф2 (0 •
Убедимся, что при надлежащем выборе р(/)  решения Х\ (/) и x2(t) системы 
дифференциальных уравнений

=  7 =  — 2Р (0 [-V, — ф ,(/)]. (Ю. 3)

dx« dJ
=  -  р (о -  2р (о и .  -  ф2(0] (ю .и )

будут асимптотически эквивалентны qpi(/) и фг(0 > т- е«
П т  [Ф, ( t ) - x  1 (01 =  0;f->co
l i r n  [ ф 2 ( 0  —  * г ( 0 )  = 0 .t~+CO

Оба уравнения (10.13) и (10.14) одинаковы по форме, поэтому исследование 
решения проведем лишь для первого.

Введем новую переменную
М*> =  Ф1(0 - М 0 .

Выражая Х\  (/) через ф1(/) и 6 i( /) и подставляя в (10.13), получаем

6 '  ( / )  4 -  2 р  ( О  Л  ( 0  =  ф [  ( 0 .  ( 1 0 . 1 5 )

Условия асимптотической эквивалентности Xi(t) и Ф((0 будут найдены, если
13*
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мы укажем способ выбора р(/) в зависимости от cpi(0 > при котором
lim 61 ( 0  = 0./->00

Выражение общего решения для уравнения (10.15) будет выглядеть так: 

«1 ( 0  =  ехр [ -  2 J  р ( 0  dt] {J <Р,' ( 0  ехр [2 J р (/) dt] dt f  С ) .

Соответственно выражение для искомого предела может быть несколько упро
щено:

J  Ч>! (О ехр [2 J р (/) dt] dt q>j (/)
lim 6, ( 0  =  lim ------------- Г - Н  p H —  =  lim л ‘ .
t-*co t-+cо ехр [2 J р(<) dt] t->oo (0

Последний предел равен нулю, лишь если порядок роста функции р(/) выше 
порядка роста функции Ф j (/)•

Таким образом, для (10.12) всегда можно по функции ф 1(/) подобрать та
кую функцию р ( 0 ,  чтобы сходимость процесса была обеспечена. Например, 
р (/) можно взять в виде р (/) — (/).

§ 2. Метод неявных функций

Ранее метод неявных функций был изложен рецептурно при
менительно к конечным уравнениям в § 9 гл. 2 и в § 4 гл. 5 при
менительно к дифференциальным уравнениям, не разрешенным 
относительно старшей производной. Теперь имеется возможность 
обосновать его.

По сути своей метод неявных функций является градиентным 
методом. Он связан с минимизацией некоторого специальным 
образом подобранного функционала посредством реализации 
решений дифференциальных уравнений спуска. Покажем это 
для конечных и дифференциальных уравнений.

1. Конечное уравнение. Требуется разрешить конечное урав
нение

F(y,  х ) = 0  ( 1 0 . 1 6 )

относительно переменной у  при заданном векторе х = { х Ху х2у . . .
. . . ,  Xj, . . . ,  х п} и при условии, что х) Ф 0 .  Эта задача реш а
ется путем минимизации дифференцируемого положительного 
функционала

П у) =  j F 4 y , x ) ,  (10.17)

минимум которого совпадает с искомым корнем уравнения 
(10.16). В соответствии с (10.2) для (10.17) имеем дифференци
альное уравнение с п у с к а ^  — — р ( у , х )  F ( y , x ) F y(y, х ) с началь
ным условием у ( 0 ) = / / о .  Свобода в выборе положительной функ



ции р (у, х ) позволяет положить p(t/, х) = K / \ F y (y, х ) \ ,  где 
К ^ 4 * 1 0 4— коэффициент усиления ОУ. С учетом этого получаем 
уже знакомое по § 9 гл, 2 дифференциальное уравнение спуска 
(2.17) в форме задачи Коши:

§  =  — K F  (У, х  ) sign [Fy (у, х  )], у(0) = у 0. (10.18)

В качестве начального условия в § 9 гл. 2 было выбрано г/о=0, 
что допустимо в связи с асимптотической устойчивостью решения 
уравнения (10.18). В самом деле, функционал (10 .17)— дифф е
ренцируемый, положительный, скорость его изменения при 
x = c o n s t  отрицательна:

%  =  F(y ,  x ) F y ( y , x ) § ~

=  — KF* (у, х )  Fy {у, х )  s ig n \ F’y {у, *)] =

=  -  K F 2 (у, х )  |F'y (у, *) | <  0,
и потому выполняются все условия теоремы Ляпунова об асимп
тотической устойчивости. Если же вектор x( t )  *= {*i (/), x^(t ) ,  . . .
. . X ) ( t ) , . . . ,  *„(/)} меняется во времени, то минимизация функ
ционала (10.17) будет при условии, что

dJ dxi
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K F 2( y , x ) \ F y ( y , x ) \ > 2 dJ_aJ l  
dx, dt/—i

2. Дифференциальное уравнение. Пусть требуется разрешить 
относительно старшей производной дифференциальное уравнение

F ( x ln\  х, t) = 0 ,  (10.19)

заданное с начальным условием дс(0) =дсо. где дс={лг(п-|), . . .  
. . . ,  х а\  . . . ,  х)  и соответственно х 0 =  {дсо* 1}, . . . .  *о \  . . . ,  х0). 
Как и ранее для конечного уравнения, определим х Ы) путем 
минимизации функционала

J  (х(л)) =  I-  F'2(xW, х ,  I) (10.20)

посредством воспроизведения на АВМ решения дифференциалыю-
J.ln)

го уравнения спуска -  =  — р (х(п), л:) F (лг(,|). х ,  t) Fx<n)(x<n). x , t )

с начальными условиями л:(п,(0) = * (о \  х(0)  = * о ,  где * 0° — некото
рое произвольно взятое число. Взяв положительную функцию 
в виде р (х(п), х )  — К / \FХ(П) {xw , х ,  <)|. получаем дифференциаль
ное уравнение п + 1 -г о  порядка, разрешенное относительно
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старшей производной

x i +l =  — K F  (4 '* \ /) sign [F 'x(„) (х[п\  x lt о ] (10.21)

с начальными условиями .Vin> =  Хоп), Х\  (0) =  дсо-
Дифференциальное уравнение спуска (10.21) реализуется на 

АВМ вместо исходного уравнения. Уравнение (10.21) разрешено 
относительно старшей производной, но порядок его на единицу 
превышает порядок уравнения (10.19). Уравнения (10.19) и
(10.21) не эквивалентны, поэтому их решения x( t )  и x {(t) р а з 
личны и разность b(t )  = x ( t ) — x\ ( t )  представляет собой ошибку, 
вызванную заменой уравнения (10.19) уравнением (10.21). В б ла
гоприятных случаях l i m 6 ( 0 = 0  и * i ( / ) ,  * ( 0  асимптотически 

(-*>00
эквивалентны. Д ля  этого необходима устойчивость решения диф 
ференциального уравнения (10.21). Функционал (10.20) положи
телен, дифференцируем, однако нестационарен. Д ля  устойчивой 
его минимизации в соответствии с теоремой Ляпунова должна 
быть отрицательна скорость его изменения

dJ_
dt

М  У(и-И>
П — 1
2 dJ ..(/+О

0XU)Х /=о 0Х1
+  о

d t

или с учетом (10.21)

Л ' » >

/1—1

2 § n J + " + i/=0 ох1
( 10.22)

Из (10.22) следует, что устойчивость (10.21) зависит от вида 
исходного дифференциального уравнения (10.19).

Минимизацию функционала (10.20) можно провести так, что полученное 
дифференциальное уравнение спуска будет одного порядка с исходным уравне
нием (10.19). Для этого надо минимизировать функционал не по переменной 
х п̂\  а по переменной х^'1” 1), что дает

4 '°  =  — KF  ( 4 '° .  х г, t) sign F ' n_ ,  ( 4">. x 2, / ) j ,  JCj(0) =  x 0. (10.23)

Условия устойчивости решения этого уравнения более жесткие, чем уравнения
( 10.21).

3. Анализ работы некоторых схем, разрешающих неявные уравнения. Пред
ставляет определенный интерес остановиться на анализе работы ряда схем 
АВМ, которые встречались ранее при реализации неявных выражений. Сначала 
остановимся на работе схем деления (см. § 9 гл. 2), а затем исследуем схему 
воспроизведения текущего среднего (см. § 4 гл. 5).

Для нахождения частного г = х / у , где х и (/ — постоянные, переходят к эк
вивалентному уравнению, неявному относительно z :

х —  zy  =  0.
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Если воспользоваться функционалом (10.17), то в соответствии о (10.2) 
и (10.18) получаются следующие дифференциальные уравнения для нахожде
ния частного:

' ' ' dz
' -JJ- =  |)[х — гу \ у ,  z(0) =  7o; (10.24)

dz
j ?  <= p U  — zi/] sign у, z(0) =  г„, (10.25)

Найдем решение уравнения (10.24). В нем переменные легко разделяются
11

dz
гу- — ху  ~  ~  pdl>

отсюда

* (0 =  ~  +  (г0 — ехр (—ру*/). (10.26)

Решение z( t )  асимптотически устойчиво вне зависимости от начального z0 
и знака переменной у . Структурная схема АВМ, соответствующая уравнению 
(10.24), содержит два блока перемножения (рис. 10.2, а )) .  Правильное значение 
выходной величины —z( t )  при постоянных х  и у  появляется с некоторым запаз- 
дыванием во времени, численно равным примерно 4К р у 2) с.

Рис. 10.2.

Найдем решение уравнения (10.25). Обычно Хля упрощения структурной 
схемы АВМ это уравнение используется лишь для переменной у одного знака. 
Пусть у > 0, тогда, разделяя переменные, получаем

dz
(zy -  х) =  “  pdt'

отсюда

* (0 =  - у  +  -  y ) ехР

Решение z { t ) асимптотически устойчиво вне зависимости от начального значе
ния 20. При смене знака переменной у с плюса на минус решение оказывается 
неустойчивым, аргумент, стоящий под знаком экспоненты, становится положи
тельным. Однако структурная схема для этого уравнения доста^ЧйО проста 
и требует для своей реализации лишь один блок перемножения (риб, 10.2, б)). 
Поэтому эта схема получила широкое распространение в практике решения за
дач на АВМ. Как и в предыдущей схеме деления, выходная величина несколько

4
запаздывает на время, равное приблизительно— с.

РУ
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Проанализируем теперь погрешности схемы АВМ, которая воспроизводит 
текущее среднее m( t)  функции *(/) (§ 4 гл. 5), реализуя решение дифференци
ального уравнения

t m ' ( t ) + m (  i )  — * ( / ) =  0, (10.27)

которое неразрешено относительно старшей производной т ' ( / ) .  Имеется точное 
выражение текущего среднего, которое исчисляется как

1 г
т* (0  =  ~Г  I  х  (0

о
Наличие точного выражения для текущего среднего позволяет легко выя

вить поведение погрешностей АВМ для различных типов усредняемых функций.
Остановимся на двух случаях приближенного воспроизведения решения 

уравнения (10.27) на основе метода наискорейшего спуска.
В первом случае в соответствии с (10.21) разрешим уравнение (10.27) от

носительно переменной ш '(/), что приводит к дифференциальному уравнению 
второго порядка

т\  (/) +  р [ tm\  (/) +  тх (I) -  х (01 =  0. (10.28)

Здесь мы должны будем выявить наличие асимптотической эквивалентности
между т * ( /)  и Ш |(/), т. е. другими словами, должны оценить предел функции
6 (/) для различных типов усредняемых функций х (/):

lim 6 (0 =  Hm [т* (/) — тх (/)].
ОО t-+ 00

Во втором случае в соответствии с (10.23) разрешим уравнение (10.27) от
носительно m ( t ), что приведет к дифференциальному уравнению первого по
рядка

т2 (t ) +  р \ tm2 (0  +  mt (() — х (01 =  0. (10.29)

Как и в первом случае, здесь потребуется выявить асимптотическую экви
валентность т *  (/) и т 2(/) путем анализа предела для погрешности е(/) =
« * т * ( / )—т 2( / ) :

lim е (/) =  lim [т*  (/) — т 2 (01 •
^->оо t-+ со

Вернемся к первому случаю.
Сначала найдем дифференциальное уравнение для 6 (0 -  Подставив в урав

нение (10.28) mi ( t ) ,  выраженное через 6(/) и х ( /), получаем после преобразо
ваний линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка

2 (* х (О х* (П
6" (/) +  р/6' ( 0 + р б (0  =  -  т г  )  * (/) dt  +  2 . (10.30)

о

В качестве усредняемых функций возьмем функции * (/):
а - 1 (0 ; а /; а /2; а /3, (10.31)

отличающиеся друг от друга порядком роста. Здесь а  0 — произвольное
число. Правая часть уравнения (10.30) для этих функций будет соотвествеппо 
равна

2  30j 0j “  rj о с  j 2  •
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Выявление асимптотической эквивалентности m(t )  и ni\(t)  при первых усред
няемых функциях а* 1(/) и a t  сводится к отысканию и исследованию поведения 
при больших t общего решения однородного уравнения:

6 " ( 0 + Р ' б ' ( 0 + р ( 0 = 0 .  (10.32)

Легко угадывается одно частное решение этого уравнения 6 i (/) =  ехр(—р/2/2). 
Общее решение однородного уравнения находится по известной формуле

С, ехр (— p $ t d i )

6?(')
Л  +  С , ,  (10.33)

где Ci и С2 — произвольные постоянные.
После подстановки б](/) в выражение для общего решения имеем

f ехр (р/2/2) dt  /  /2 \
(0  =  с \  ’ ехр (p<V2) +  С* ехр P ~ J -

Легко убеждаемся, что m(t )  и ni{(t) асимптотически эквивалентны:

С, |  ехр (р/*/2) dt С, ехр (р/У2)
lim б0 ( / ) - (И т ехр (р/2/2) < р ехр (р /* /2) “  '

Если усреднению подвергаются функции с порядком роста типа a t 2, то во
прос об асимптотической эквивалентности m\( t )  и m(t)  разрешается при иссле
довании решения неоднородного дифференциального уравнения

6" (/) + р / • б' (0  + р б  (0  =  —2а/3. ( 10,34)

Легко угадывается одно частное решение этого уравнения 62(0  = —2а/(Зр).
Общее решение неоднородного уравнения (10.34) будет

б ( / )  =  - ^ -  +  б„(0 .  (10.35)

где 60(0  — общее решение (10.33) однородного уравнения (10.32). Из (10.35)
следует, что

J l m e W — I - .

Это значит, что m\(t )  и m(t )  асимптотически неэквивалентны. Воспроизведе
ние функции m\(t )  запаздывает по отношению к t n ( t ) y что сопровождается 
установившейся погрешностью, численно равной — (2а) /(3р) .  Уничтожить эту 
погрешность нельзя, но ее можно сделать достаточно малой путем увеличения 
числа р. Для выявления асимптотической эквивалентности m,\(t) и m( t)  при ус
реднении функций с порядком роста типа a t 3 следует рассмотреть при t ->  00 
решение неоднородного уравнения

б" (/) + р / б '  (/) + Р6 (t) =  —За//2.

Общее решение его отыскивается просто. Оно равно
За

« ( / ) =  -  4^ /  +  «о(0 . (Ю.36)

где 60( 0 — общее решение (10.33) однородного уравнения (10.32). Из (10.36) 
следует, что

lim б ( 0  =  — оо.
t-+ 00
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Другими словами, при t больших m {(t) не поспевает за m(t)  и системати- 
чести отстает от него.

Рассмотрим теперь второй случаи. Разрешим уравнение (10.27) относитель
но производной tn£t):

т 2 (/) +  ПгрГ т *( / ) " Т + р t * ( t ) '

Аналитическое решение находится без труда»

m*(t) =жггЬр|х(/)Л‘
На цервый взгляд может показаться, что при большом значении р зна

чения функций m2{t) и m*(t)  совпадают и вопрос об асимптотической экви
валентности этих функций ставить не имеет смысла. В действительности по
ложение дел оказывается иным. Усреднение по уравнению (10:29) не лучше, 
а даже хуже, чем по уравнению (10.28). Покажем это. Погрешность усредне
ния будет:

е ( 0  =  т* (/) — /п, (/)■= j^ -|- — f-f-l /p' j j *  ^ dt>

или
1 с

е « )  =  ,-Го?г / х ( / ) Л 'Г *0
что уже для усредняемой функции л*(/)«=а/ приводит к усреднению с постоян
ной асимптотической погрешностью

а/2 а
; ^ е ( / )= / ^ 5 т т + ю

Напомним, что используя уравнения (10.28), для этой усредняемой функции 
было получено точное усреднение.

§ 3. Решение систем уравнений

В самом общем виде задачу решения какой-либо системы ли
нейных или нелинейных уравнений можно представить как част
ный случай разрешения некоторой системы неявно заданных 
функций.

Пусть имеется система п уравнений с n-j -m переменными:

/•'l(.*l,*2........Х,„ у и у 2...... У т ) =  0,
F2(XU *2, • • •, *Н. У и У2...... Ут) = 0 ,
.....................................................................................................  (10-37)

F„(xи х 2 х„, у и У 2...... У т ) =  0

или в векторной записи —
F ( x , y ) =  0. (10.38)

Система (10.37) определяет Xi, х2, . . . ,  как неявные функ
ции заданных переменных у и Уч  у т. Как известно, условия
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существования совокупности неявных функций предполагают 
отличие от нуля определителя матрицы Якоби системы (10.37):

=7̂= 0.

E l dF, dFi
д*| дх2 * • '  дхп

dF, dF2 d

dxi дх2 ••  дхп

д1 л Е г М п
дх. dxi "  дхп

В дальнейшем мы всюду будем считать, что это неравенство 
имеет место во всей области изменения переменных.

Если заданные переменные у i, у2, • • •» Ут представляют собой 
совокупность констант, то (10.37) превращается в обычную си
стему п уравнений с п неизвестными, которую можно записать 
в традиционной форме:

Р \ ( х и х 29. .  . , * „ ) =  0,
F2(x 1, * 2, * п ) = 0 ,

(10.39)

Fn(x 1, Л'2, . .  *п) = 0 .

Однако довольно часто, особенно в ряде практических задач уп
равления, уи У2, • • •> Ут не являются постоянными числами, а пред
ставляют собой некоторые известные функции времени у Д /) ,  
/ / 2(0»-«м Ут(0» которые характеризуют поведение объекта уп
равления. Эти функции поступают на АВМ системы автоматиче
ского управления. Задача АВМ здесь состоит в воспроизведении 
функций * i ( / ) ,  х2( / ) , . . . ,  *„(/) и передаче их на органы управле
ния объектом. Таким образом, АВМ, функционируя в системе 
автоматического управления, непрерывно отслеживает решение 
системы (10.37).

Д алее мы в основном будем рассматривать системы типа
(10.39). Однако изложенные ниже приемы решения (10.39) в ря
де случаев без труда можно будет распространить и на более 
общую систему (10.37).

1. Решение систем уравнений общего вида. Как всегда, при 
программировании АВМ, решение исходной задачи стараются 
свести к решению некоторой эквивалентной системы дифферен
циальных уравнений. Применительно к (10.39) такой переход 
можно сделать достаточно разнообразными способами. Важно 
однако то, чтобы решения систем дифференциальных уравнений 
асимптотически стремились бы к решению системы (10.39). 
В противном же. случае систему дифференциальных уравнений 
нельзя считать эквивалентной  ̂10.39).



Наиболее эффективный прием решения (10.39) с точки зрения 
устойчивости получаемых эквивалентных дифференциальных 
уравнений базируется на градиентных методах минимизации 
функционала

J ( x ) - l ± F * t (х)  (10.40)

или

•Ц*) =  2  I M * ) | .  (10.41)t=* 1
Соответствующие им дифференциальные уравнения наискорей
шего спуска будут;

dx   ̂ () F
J L '=  _ р ( / )  2 / ? , ( ■ * ) а г .  / = 1 . 2  п, (10.42)

1 = 1 /
■ ^ д F

/ = 1 , 2  п.  (10.43)
1-1 /

Выражения (10.42) и (10.43) часто оказываются сложными для 
аппаратурной реализации, что вызвано большим числом слагае
мых в выражении функционалов (10.40) и (10.41).

В следующем методе, по существу тоже градиентном, вместо 
одного сложного функционала типа (10.40) или (10.41) прово
дится независимая минимизация п простых функционалов

Ji (х) =  У  F\  (х ), i = l , 2 ,  (10.44)

нли
/< (лг) =  | F,(x) j , 1= 1, 2, . . . ,  п. (10.45)

При этом функционал Jj(x)  минимизируется по переменной 
Xj, в результате чего получается система дифференциальных 
уравнений

=  -  Р/ (0  Щ =  — Р/ «) j =  1, 2, . . . ,  п, (10.46)

или

“  -  Р/ (0  Щ-  =  -  91 sign Fj ( x ) ,  I =  1,2, . . . , п .

(10.47).

Дифференциальные уравнения (10.46) и (10.47) гораздо лег
че реализовать на АВМ, чем (10.42) и (10.43)* Однако, к со ж а
лению, получещше уравнения могут иметь неустойчивые реше

204 МЕТОД ГРАДИЕНТА (ГЛ К)
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ния. Поясним причину этой неустойчивости. В процессе миними
зации каждого /-го функционала производится разрешение i-го 
неявного уравнения / \ ( л ; ) = 0  системы (10.39) относительно пере
менной х {. При этом полностью игнорируется влияние (чувстви
тельность) всех остальных переменных xh ' ]ф(,  на уравнение 
/7i ( x ) = 0 .  Возникающая в процессе минимизации ошибка е , =  
=  Fi(x)  может слабо изменяться при больших изменениях х,- 
и очень сильно меняться при малых изменениях некоторых из 
остальных переменных x jt ']Ф1. Это и приводит к появлению не
устойчивых решений или к возникновению нежелательных «па
разитных» колебаний. Более формально в этом можно убедиться, 
рассмотрев скорость изменения величины функционала Ji(x) .  
Как известно, устойчивость решений (10.46) или (10.47) пред
полагает, что d J J d t < 0, i =  1, 2 , . . . ,  п. Оценим факторы, влияю
щие на знак скорости изменения функционала /<(х). В общем 
случае скорость можно записать выражением

dJ г Vi dJ i dx/ vr* dJ i dJ:

/= i / j=\ i I
которое запишем в несколько измененном виде:

dJi  I dJi  \ a t d J i  , Л
- j f =  — Pi (t) (g jj-  j  — 2  Р/ ^  дх~ (10.48)

Видно, что знак dJJdt  неопределен. Все зависит от членов, стоя
щих под знаком суммы в (10.48). Однако в частном случае, если 
система (10.39) оказалась такой, что

/ М Л *  Vi dJ, dJf
1 =  1.2, (10.49)

то решения систем дифференциальных уравнений (10.46) и
(10.47) асимптотически стремятся к решению (10.39). В ы раж е
ния dJJdXj  пропорциональны частным производным dFJdxj.  П о
этому, если есть возможность, то целесообразно у-е уравнение 
F j ( x ) = 0  системы (10.39) разрешать относительно той перемен
ной х к9 по которой частная производная dFj/dxh — наибольшая. 
Так, скажем, первое уравнение / ri ( x ) = 0  будем разрешать отно
сительно х 2, если dFi /dx2> d F i l d x j для всех } Ф 2. Но даж е при 
этом условии не может быть всегда гарантирован успех.

Существует еще один прием сведения решения системы
(10.39) к решению системы дифференциальных уравнений. По
ясним его смысл на простом примере. Пусть требуется решить 
уравнение х =  ех р (—х) .  Запишем его в неявной форме

—л;+ехр (х) =  0 (10.50^
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и для получения решения на АВМ заменим его дифференциаль
ным уравнением

§  =  — * +  е х р (— х).  (10.51)

Основанием для перехода от (10.50) к (10.51) могут служить 
следующие соображения. Если решение дифференциального 
уравнения (10.51) при некотором произвольно взятом начальном 
значении х ( 0 ) = х 0 асимптотически стремится к некоторой по
стоянной величине х*, то эта величина и есть искомый корень 
уравнения (10.50). Действительно, при этом производная dx/dt  
стремится к нулю, и следовательно, дифференциальное уравне
ние (10.51) превращается в конечное—х + е х р  (—х ) = 0 .  Главная 
неприятность этого метода в том, что априори в общем случае 
нет никакой уверенности в асимптотической устойчивости полу
ченных таким образом дифференциальных уравнений. Действи
тельно, даж е в нашем простом примере достаточно было бы 
уравнение (10.50) записать в виде х —ех р (—* ) = 0 ,  как это сразу 
привело бы к дифференциальному уравнению d x / d t = x —ех р (—х)  
с неустойчивым решением.

Применительно к системе (10.39) излагаемый способ приво
дит к системе дифференциальных уравнений 

dx ,

—  = ± F i ( x i , x 2, / = ! » • • • • « .  1’ = 1 , . . . , л .  (10.52)

Мы сознательно взяли разные индексы у переменных x {(t) 
и уравнений f ,J(x)==0 с тем, чтобы подчеркнуть необходимость 
подбора этих индексов i и /, а такж е знаков правых частей урав
нений (10.52). Подбор индексов и знаков правых частей осуще
ствляется путем пробных воспроизведений решений системы 
(10.52) и отбора из них устойчивых решений. Количество воз
можных пробных вариантов факториально зависит от 2п, поэто
му число неудачных проб может быть значительным.

Последний метод можно существенно улучшить, если над си
стемой (10.37) предварительно совершить некоторые преобразо
вания. В ряде задач, связанных с автоматическим управлением* 
исходную систему (10.37) предварительно слева умножают на 
обратную матрицу Якоби этой системы, что приводит к диффе
ренциальному уравнению,

&  =  (10-53)

где (dF/дх)  — матрица Якоби системы (10.37).
В задачах автоматического слежения за меняющимися корня

ми системы (10.37) благодаря такому преобразованию вектор
ное уравнение (10.53) по существу распадается на п скалярных
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линейных практически независимых друг от друга дифференци
альных уравнений. Покажем это, для чего рассмотрим устано
вившийся процесс слежения за меняющимися корнями. В уста
новившемся режиме слежения вектор ошибок е =  /7(х, y ( t ) )  д о 
статочно мал и приближенно может быть представлен в виде 
первых двух членов ряда Тейлора

z — F ( х, y ( t ) ) w F [ x * ,  y ( t ) ]  +  ( d F l d x ) A x + : . , . t (10.54)

где Длс = х ( 1 ) —х * ( 1 ) — вектор-ошибка между точным значением 
и значением, выработанным АВМ.

Учитывая, что F[x*,  у ( /) ]  = 0 ,  после подстановки (10.54) 
в (10.53) имеем

аг ( я )
ИЛИ

dxfdt  =  - £  [х ( 0  —х* (/) ], (10.55)

где Е  — единичная матрица.
Таким образом, мы доказали, что в установившемся режиме 

слежения за корнями системы (10.37) уравнение (10.53) дейст
вительно распалось на систему несвязанных между собой устой
чивых дифференциальных уравнений. Однако, когда вектор
ошибка Дx( t )  еще достаточно велика (это бывает в начальные, 
еще неустановившиеся периоды слежения), процессы, описывае
мые (10.53), могут отличаться сильной зависимостью одних пере
менных от других, т. е. X j ( t )  от x {(t),  и, естественно, уравнение
(10.55) не имеет места. Эта взаимозависимость переменных при 
больших Дx( t )  приводит к возникновению колебаний в началь
ные периоды слежения.

Дифференциальное уравнение (10.53) интересно еще в одном 
отношении. Оно представляет собой непрерывный аналог из
вестного итерационного метода Ньютона численного решения си
стемы нелинейных уравнений.

2. Решение систем линейных алгебраических уравнений. С и
стема линейных алгебраических уравнений, записанная скалярно:

F\ (*) =  0Ц*1+012*2 +  . . . +01п*п—£>1 =  0,
F2 (*) = 021*1+ ^22*2+ •••  + ^ 2  i*n—£>2 =  0, (10.56)

F п ( * )  = = 0 м I*  1 +  0 « 2 * 2  +  • • • + f l n n * r v — £>n =  0

или в векторной форме:
F(x)  = \ x — b =  0, (10.57)'

представляет собой частный и наиболее простой вариант систе



208 МЕТОД ГРАДИЕНТА [ГЛ. 10

мы (10.39). Поэтому все изложенные ранее приемы перехода от
(10.39) к системам эквивалентных дифференциальных уравнений 
применимы и к системе (10.56).

Но на первый взгляд может показаться, что для получения 
решения линейной системы алгебраических уравнений (10.56) 
вовсе и необязательно переходить к каким-то эквивалентным 
дифференциальным уравнениям. Может создаться впечатление, 
что для аппаратурного решения (10.56) достаточно располагать 
лишь сумматорами и инверторами. Число сумматоров должно 
быть равно п — числу уравнений, а количество необходимых ин
верторов определяется числом отрицательных коэффициентов 
среди ац. При этом первый сумматор, реализуя первое уравне
ние F i ( x ) =  0, разрешает его относительно переменной Х\\  второй 
сумматор разрешает второе уравнение F2(x) =  0 относительно 
переменной х2 и т. д. К сожалению, оказывается, что практиче
ского значения описанный способ не имеет и в общем случае не 
приводит к получению желаемого результата. Причина здесь 
в том, что сумматоры АВМ воспроизводят сумму приближенно, 
и, как было отмечено в § 1 гл. 3, выходная переменная сумматора 
зависит от производной выходной переменной по времени. Поэто
му описанный способ решения системы (10.56) по существу при
водит к воспроизведению решений некоторой системы дифферен
циальных уравнений с неизвестными малыми параметрами. Эти 
решения часто оказываются неустойчивыми и характеризуются 
быстрыми изменениями машинных переменных. Проконтролиро
вать устойчивость решений и, тем более, изменить параметры 
дифференциальных уравнений для достижения устойчивости не 
представляется возможным. Замена системы алгебраических 
уравнений системой эквивалентных дифференциальных уравне
ний существенно меняет дело. Реализация решений эквивалент
ной системы дифференциальных уравнений, конечно, не уничто
жает малые параметры сумматоров, а лишь уменьшает их влия
ние и тем сильнее, чем медленнее воспроизводится на АВМ реше-' 
ние эквивалентной системы дифференциальных уравнений. Это 
подтверждается данными практики, а для ряда систем алгебраи
ческих уравнений удается доказать строго.

Рассмотрим подробнее основные методы перехода от линей
ной алгебраической системы (10.56) к системам эквивалентных 
дифференциальных уравнений. Самый универсальный метод ос
нован на минимизации функционала

J (х) =  \ ( А х - Ъ У { А х - Ь ) .  (10.58)

Функционал (10.58) является векторной записью (10.40). Сим
вол «т» означает знак транспонирования. Функционал имеет ми
нимум, равный нулю. Этот минимум соответствует решению иС



ходной системы уравнений. По выражению (10.58) легко нахо
дится дифференциальное уравнение спуска, эквивалентное си
стеме (10.57):

dx/ dt =a— p grad /(*)»
где

grad J (х) =  \  [Лт (Ах - Ь )  +  (Ах -  ЬУ А] =  Ат (Ах -  Ь).

Теперь в окончательном виде получаем дифференциальное урав
нение

^ = - р \А'Ах-А'Ъ] .  (10.59)

Это уравнение всегда имеет асимптотически устойчивое реше
ние *(/)•  Некоторое неудобство при программировании АВМ до
ставляет необходимость умножения исходной системы (10.57) 
на транспонированную матрицу Ат, что может сопровождаться 
значительными вычислениями.

Покоординатные градиентные методы, основанные на мини
мизации функционала / , (* )  =  (ж) | или /<(*) =  -у F i { x ) ,
=  1, 2 , . . . ,  п, не требуют предварительных затрат вычислитель
ного труда, но они могут привести к получению неустойчивой си
стемы дифференциальных уравнений.

Остановимся сначала на решении системы уравнений (10.56) 
посредством минимизации функционалов вида У»(ж) =— | Т7*(ж) | э 
1 = 1 ,  2 , . . . ,  п. Этому соответствует система дифференциальных 
уравнений спуска

d x j/ d t = —  sign F j ( x ) ,  / =  1, 2, . . . ,  n, (10.60)

где p j > 0  — произвольное число. В частности, если р ;= ,— ,, то
• ( А

получаем удобную для. реализации на АВМ систему дифферен
циальных уравнений

d x j d t = — sign ajjFj(x), j —  1, 2, . . . ,  п. (10.61)

Устойчивость решений систем дифференциальных уравнений 
(10.60) и (10.61) определяется свойствами матрицы А системы
(10.56). Условия устойчивости достаточно просто установить, 
если найти отношения, которым должны удовлетворять элемен
ты матрицы А, для того чтобы скорость изменения всех миними
зируемых функционалов все время оставалась бы отрицательной, 
т. е. d J J c l t C 0, / =  1, 2, . . . ,  п.
14 А. С. Урмиев
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Скорость изменения функционала / ,

dJ t dFt  dx»
7 Г - 1 ш Т И Г - 1 а " ^ п 1 ! ‘ ^ Ж  < ' 0.62)/=1 ' /« 1

«учетом  уравнений (10.61) будет
п

dJ i l d t  *= — 2  ац  sign [а///7, (х ) Fj (x)] \  I =  1, 2, . . . ,  п.
/= |

Вынесем за знак суммы единственное положительное опреде
ленное слагаемое a{i sign [ацр\  (ж) ] и, потребовав отрицатель
ности последнего выражения

п

— а и s ig n \ auF2i (л:)] — 2  сщ s ig n \ au F, {х ) Z7, (jc)] <  0,
! + i

i — 1, 2 , . . . ,  fi9

получим достаточные условия асимптотической устойчивости ре
шений системы (10.61):

п

М > 2 | я , / | ,  1 =  1,2 ........... п. f( 10.63) ’
/>*

Таким образом, если матрица системы (10.56) — диагонально 
доминирующая в смысле (10.63), то решения системы дифферен
циальных уравнений (10.61) асимптотически стремятся к реше
нию исходной системы алгебраических уравнений (10.56).

Условия устойчивости решений системы дифференциальных 
уравнений (10.60) — несколько иные, но и здесь требуется доми
нирование диагональных членов матрицы. Убедимся в этом, для 
чего выражение (10.62) запишем с учетом (10.60), предполагая, 
что все р ^ =  1, / =  1 , 2 , . . я,

^  *= — 2  ацац  s ig n ! /7, (лг) Z7,•(*)]. 1 =  1, 2......п.

Последние выражения будут всегда отрицательными, если

а* >  2  |<ВД/|. / = 1 , 2 ..........п.  (10.64)

Наиболее легко реализуемый на АВМ вариант системы диф 
ференциальных уравнений дает минимизация функционалов
J t(x)  F\  (лг), i —  1, 2  п.  При этом получаются дифферен
циальные уравнения спуска

dxJdt  =  — ( ) i a ) j F j ( x ) ,  / =  1, 2, . . . ,  п .

Й10 МЕТОД ГРАДИЕНТА (ГЛ (О
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X,
которые при рj =  — где все числа X j> 0 ,  превращаются в си- 

Г/и
стему дифференциальных уравнений

d x j d t = —KjFj(x) sign aih / =  1, 2, . .  „ п. (10.65)

При надлежащем подборе чисел X,,/ =  1, 2 , . . . ,  п, система (10.65) 
имеет устойчивые решения при условии, что матрица А  — диаго
нально доминирующая в смысле (10.63). Доказательство этого 
факта мы опускаем. Обычно совокупность чисел Xi, Х2, . . К  
подбирается в процессе пробных воспроизведений решений си
стемы (10.65) на АВМ.

3. Определение комплексных корней алгебраических уравне
ний. Вещественные корни полиномов могут быть найдены с ис
пользованием программного прерывания АВМ по условию смены 
знака полинома при переходе через нуль (§ 6 гл. 8). Д ля  опре
деления комплексных корней предварительно переходят к экви
валентной системе двух уравнений с двумя неизвестными. Этими 
двумя неизвестными являются действительная и мнимая часть 
искомого корня.

Пусть необходимо найти корни полинома, коэффициенты ко
торого — действительные числа:

(о ( 2 ) = c i nz n-{-cin- \ Z n~l -{-, , ,  1 ̂  == 0, (10.66)

a z = x - \ - i y = * r - e ie =  r(cos  0-М sin 0) — комплексное переменное, 
записанное в трех эквивалентных формах представления.

Если теперь подставить выражения г в (10.66) и сгруппиро
вать действительную и и мнимую v части, то получим

<о(г)=н(лг, y ) + i v ( x y у) (10.67)
или

а ) ( г ) = н ( г ,  0 ) + ш ( г ,  0). (10.68)

Любое комплексное переменное лишь тогда равно нулю, ког
да отдельно равны нулю его действительная и мнимая части. 
Поэтому для определения комплексных корней получаем из 
(10.67) и (10.68) систему из двух уравнений

и (х, у) =  0,
v (х, у) =■ 0

ИЛИ
и (г, 0) =  0, 
о (г, 0) -  0.

Какая из этих систем предпочтительней, определяется наличным 
составом операционных блоков АВМ. Д ля системы уравнений, 
записанной в декартовых координатах х  и у:> при реализации на

14

(10.69)"

(10.70)1
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АВМ по методу градиента, необходимо значительное количество 
блоков перемножения. Д ля реализации уравнения, записанного 
в полярных координатах, необходимо располагать достаточным 
количеством блоков АВМ, воспроизводящих тригонометрические 
функции.

Системы уравнений (10.69) и (10.70) могут быть решены на 
АВМ не только по методу градиента, но и по методу отыскания 
общих точек кривых (§ 6 гл. 8).

§ 4. Определение экстремумов функционалов 
при ограничениях

Многие задачи практики, связанные с математическим про
граммированием, с планированием и исследованием операций, 
с теорией автоматического управления, математически формули
руются в виде задач на условный экстремум. В этих задачах  
отыскивается некоторый вектор ** =  ( х * , х * , . . .  , х * ) , который 
должен соответствовать экстремуму функционала / ( * )  и одно
временно должен удовлетворять некоторым ограничениям. По 
форме математической записи ограничения разделяют на три 
типа.

К первому относятся ограничения в виде равенств

£<(х) = 0 ,  i = l ,  2, . . . ,  m < n .  (10.71)

Ко второму типу относятся ограничения в виде неравенств

g i ( x ) > 0, 1 = 1 ,  2, . . . ,  т .  (10.72)

Третий тип — смешанный: часть ограничений задано в виде ра
венств, а часть в виде неравенств.

Отыскание условного экстремума — значительно более слож
ная задача, чем определение безусловного экстремума. Поэтому 
обычно поиск условного экстремума сводят к отысканию безус
ловного экстремума путем эквивалентной замены исходного 
функционала вместе с ограничениями на некоторый специальным 
образом подобранный функционал, безусловный экстремум кото
рого совпадает с условным экстремумом исходного функционала. 
В дальнейшем будем предполагать, что система заданных огра
ничений не противоречива, а заданный функционал имеет один 
экстремум.

1. Ограничения типа равенства. Можно предложить несколь
ко вариантов определения экстремумов при ограничениях типа 
равенств.

Самый простой вариант рассмотрим на примере минимизации 
функционала J (х\9 х 2) при одном ограничении g { x \ t х2) = 0 .  Гео
метрически минимизация такого функционала соответствует
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отысканию на кривой g ( x u  *2) = 0  такой точки М, координаты 
которой давали бы наименьшее значение функционалу J ( хи х 2) 
по сравнению с другими точками 
кривой.

На рис. 10.3 показаны на пло
скости jtiOX2 линии уровня функ
ционала J ( х j, х2) в виде системы 
кривых. Там же изображена кри
вая, заданная уравнением * g ( x ь 
х2) = 0 .  Искомая точка М  услов
ного экстремума является точкой 
касания кривой g ( x u х 2) = 0  и од
ной из линий уровня. Эта линия 
на рисунке выделена более жирно,
Найти точку М средствами АВМ 
не представляет особого труда.
Действительно, воспроизведем на 
АВМ кривую g ( x  1, *2) = 0  от на
чальной точки М 0 путем реализации решений дифференциаль
ных уравнений (§ 6 гл. 8)

dxt ’ dt “  дхх'

Рис. 10.3.

dt *i(0) (0) *20•

где Xio, x 2o — координаты начальной точки Af0 кривой 
g ( x lf x2) = 0 .

Одновременно с этим будем следить за скоростью изменения 
функционала J ( х и х2), которая равна

d J  dJ^ dxi  , dJ  dx2
dt  ~~ dx{ dt dx2 dt

Сначала скорость изменения функционала отрицательна. Это ' 
значит, что, двигаясь по кривой g ( x i, х2) = 0 ,  изображаю щ ая точ
ка приближается к искомой точке экстремума М. В момент вре
мени /*, когда скорость-^- переходит из положительной области
в отрицательную, следует с помощью схемы программного оста
нова прервать воспроизведение Х\ (t) и x 2(t).  Полученные при 
этом значения Х\ (/*) и x2(t*) будут координатами искомой точ
ки М. В самом деле, во-первых, точка с такими координатами 
принадлежит кривой g ( x ь л:2) = 0 ,  во-вторых, численные значе
ния координат обращают в минимум функционал J (х\, х 2).

Изложенный способ отыскания условного экстремума скорее 
представляет геометрическую иллюстрацию сущности задачи на 
условный экстремум, а не метод, который можно рекомендовать 
для использования. С ростом п размерности вектора х  и с рос
том числа.m ограничений применимость метода ограничена усло
вием И даж е  в этом исключительном случае уже при
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т =  2 выражение скорости изменения функционала становится 
громоздким и сложным для реализации на АВМ.

Практическое применение нашли два других способа: метод 
множителей Лагранжа  и метод штрафных функций (метод Ку 
ранта).

1) М е т о д  м н о ж и т е л е й  Л а г р а н ж а .  Л агранж  пока
зал, что условный локальный экстремум функционала J (х) при 
ограничениях тина равенств (10.71) совпадает с безусловным 
локальным экстремумом функционала

m
1 (х,  X) =  J  (х)  +  2  h g i  (X), (10.73):

1 = 1

где Х = ( Х \ 9 Яг, . . h ,  Ят ) — пока неизвестный вектор мно
жителей Л агранж а.

Отыскание безусловного минимума функционала /(ж, Я) не 
представляет труда и осуществляется в соответствии с градиент
ным методом, для чего воспроизводятся решения дифференци
альных уравнений спуска

dXI ,4\ д1 /4\ dJ ,4\ V  -1 d&i*^Г“ - Р ( 0 д г  =  - Р (t)w - P i t )
/ J

(10 74)
-ЗГ “  -  P (0 &  (■*)• xi (°) =  */<ь ь  (0) =  ^0, KiVa }

/ = 1 ,  2 , . .  ., rt\ i = l ,  2 , . . . ,  m y

где Я<0 — некоторые произвольно взятые начальные значения 
множителей Л агранж а.

Уравнения наискорейшего спуска включают в себя два вида 
дифференциальных уравнений. Первые воспроизводят *,■(/) и з а 
висят от исходного минимизируемого функционала J (х) и от з а 
данной системы ограничений (10.71). Дифференциальные урав
нения второго вида воспроизводят Я,•(/) и зависят только от огра
ничений. Существенно, что когда x ( t )  удовлетворяет некоторому 
i-му ограничению ( £ , ( ж ) = 0 ) , т о  величина соответствующего мно
жителя Я* Л агран ж а перестает изменяться во времени.

Таким образом, метод множителей Л агран ж а позволяет све
сти задачу условного экстремума к решению задачи безусловно
го экстремума ценой повышения размерности исходной задачи 
на число наложенных ограничений.

2) М е т о д  ш т р а ф н ы х  ф у н к ц и й .  Метод штрафных 
функций в отличие от точного метода множителей Л агран ж а — 
приближенный метод. Как и в методе множителей Л агранж а, 
определение условного экстремума сводят к задаче на безуслов
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ный путем изменения минимизируемого функционала. Так, ус
ловный минимум функционала J (х)  при ограничениях типа р а 
венств (10.71) совпадает с безусловным экстремумом функцио
нала

1 т
I (х)  =  y J ( x ) + ±  2  (х)  '(10.75)'

Z **= I
ИЛИ

т
I ( x )  =  y J ( x )  +  2  к  \gt (х)\.  (10.76)

t = 1
Здесь в обоих случаях — некоторые заранее выбранные
числа достаточно большой величины. Заметим, что в методе мно
жителей Л агран ж а при сходном строении функционала (10.73) 
величины К{ были заранее неизвестны и подлежали определению.

Положительные слагаемые Ktgi(x) и ta |g<(*) | называют 
штрафными функциями.  Если ограничения (10.71), налагаемые 
на х , выполнены, то / ( х ) — ] ( х ) .  Если же ограничения не удов* 
летворены, то каждое слагаемое g?{x) или |g , ( * ) |  в правых ч а 
стях (10.75) и (10.76) характеризует величину отклонения х  от
поверхности g t( * ) = 0  ( / = 1 ,  2, . . . ) .  Чем больше будут числа h ,
тем больше будет значение функционала 1(х ), и следовательно, 
тем больше будет штраф за нарушение ограничения. Курант до
казал, что при оо безусловный минимум функционала совпа
дает с точным значением условного экстремума, который можно 
получить, например, по методу множителей Л агранж а.

Отметим, что при отыскании условных максимумов по методу 
штрафных функций функционалы (10.75) и (10.76) должны быть 
заменены такими:

m  m

I  (X)  =  yJ  (л:) — g- 2  >-,£* (X) ,  I  (X)  -  y j  (ЛГ) — S  и  Igt (*)!, 
z 1=1 1-1

где все Я ,> 0  и, как раньше,— большие числа. Функционалы от
личаются от (10.75) и (10.76) только знаком перед членом сум
марного штрафа за нарушения ограничений.

Метод штрафных функций нашел распространение главным 
образом из-за простоты своей аппаратурной реализации. Легко 
заметить, что дифференциальные уравнения наискорейшего спу
ска для функционалов (10.75) и (10.76) соответственно будут;

dx,  dJ  , d&i
=  — f>(0 Y — P (0  2 j a 7 : sign \gi (■*)!.
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где р ( / ) — параметризующая функция, которую в дальнейшем 
будем считать равной единице.

На простом примере минимизации функционала J ( хи х 2) при 
одном ограничении g ( j tb *2) = 0  покажем геометрическую сущ
ность метода штрафных функций. Минимизации подвергается 
функционал

/  ( * ! ,  Х г ) =  y j  ( * „  Х 2) +  (хи Х 2)

посредством воспроизведения решений дифференциальных урав
нений спуска

dx I dJ « . \ dg

dx 2 dJ  * . 4 dg
“ЗГ =  - ^ Я Г - ^ ( ^ ^ ) й Г -

(10.77)

(10-78)

g2(xhxz)  ̂const

p(xuxt)*D

На рис. 10.4 представлены на плоскости JtiOX2 л и н и й  уровня 
функционала J ( х и х2) в виде семейства кривых J (х \у x2) = c o n s t  
и линии уровня функции F ( x j, x 2) = g 2(xь х 2). Рельеф поверхно

сти F (х и х 2) = g 2( x {, х 2) напо
минает овраг, дно которого 
g (*ь х"2) =  0 показано на ри
сунке более жирной линией. 
Более жирной линией изобра
жена и линия уровня функцио
нала J ( хи х2), которая ка 
сается кривой g ( x ь х2) = 0  в 
точке относительного миниму
ма М.

Дифференциальные уравне
ния спуска имеют простой гео
метрический смысл. В самом 
деле, в соответствии с (10.77) 
и (10.78) изображающ ая точ
ка, находящаяся в произволь
ной точке М 0 плоскости Х \ О Х 2 
имеет две составляющие ско
рости (за исключением кривой 

g ( x  1, х2)==0). Первая составляющая v x обеспечивает движение 
в направлении, перпендикулярном к линиям уровня функциона
ла J (х и х2), вторая v2 — в направлении, перпендикулярном к 
линиям уровня функции F ( x u x2) = g 2(x u х 2). При этом состав
ляю щ ая движения со скоростью v2 доминирует над составляю
щей i>i, что определяется большим значением числа По
этому изображ аю щ ая точка быстро движется в сторону дна 
оврага и медленно в сторону минимума функционала J (х ь л:2)*

Рис. 10.4.
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Достигнув дна, она смещается в сторону минимума J {хи х2) 
под действием V\ и быстро возвращается на кривую g ( x и х2)=*0; 
вновь смещается в сторону минимума J ( х и х2) у вновь возвра
щается на кривую и т. д. Так возникает медленный дрейф 
изображающей точки в окрестности кривой g ( x х 2) = 0  
к минимуму / ( х и х 2). В точке же условного экстремума М  по
ступательное движение к минимуму J ( х и х 2) прекращается, так 
как обе составляющие v x и v2 оказываются коллинеарными. 
В окрестности минимума остаются быстрые перемещения изо
бражающей точки по склонам оврага.

2. Ограничения типа неравенств. Поиск экстремума функци
онала / ( х) при ограничениях типа неравенств обычно осуществ
ляется по изложенному уже выше методу штрафных функций. 
Однако для этого предварительно систему ограничений, зад ан 
ных в виде неравенств g i ( x ) ^ 0 ( / = 1 , 2 , . . . ,  т ) ,  заменяют экви
валентными ограничениями в форме равенств путем введения не
которых вспомогательных функций. При программировании АВМ. 
оказались удобны такие вспомогательные функции:

После изменения типа ограничений отыскание условного экс
тремума уже не представляет особого труда. Займемся максими
зацией функционала J  ( х )  при ограничениях типа неравенств. По 
методу штрафных функций для этого следует отыскать безуслов
ный максимум одного из функционалов

$ { ( х )  = g i ( x )  sgn g i ( x ) ,  i =  1, 2, . . . ,  m, (10.79)

где

Соответственно

I (x) =  y J ( x ) - ^  k t f *  (X)  
z 1=1

(10.80)

или
m

i  (x)  =  y j  (л) — 2  h  N>< (•*)!, (10.81)

где все X ( » y> 0 -
Легко заметить, что, когда вектор х  удовлетворяет заданной 

системе ограничений, то I  ( х )  = y J  ( х ) .



Остановимся сначала на функционале (10.80) и найдем соот
ветствующие ему дифференциальные уравнения наискорейшего 
подъема. Предварительно выражение суммарного штрафа в 
(10.80) несколько упростим, и учитывая, что [sgn gi(x)  ] 2 =  
i = s g n g i ( * ) ,  запишем функционал - (10.80) в новом виде:

1 т
I (х)  =  Y«/(■*) — Я- 2  h g ?  (*)sgn gi (х ). ;(10.82)

1 = 1
Для* (10.82) находятся дифференциальные уравнения наискорей
шего подъема

d x  т д

W  =  у  Я Г  ~  2  к 'ё ‘ (•*) Я Г  sgngi № •' 1 °-83)-; t = \  J

j =  1, 2, . .  ., п.

Перейдем теперь к функционалу (10.81). Его выражение упроща
ется на основе очевидного тождества |ф<(ж) | =  |g i(*) | s g n g t(*):

т

I(x) =  Y J  (х)— 2  |g( (*)| sgn g i  (x), (10.84)
i=1

отсюда дифференциальные уравнения наискорейшего подъема

d x  ™ д

! ч г  =  у г г  ~  2 я *- я г sign gl М  sgn gii  1=1 I

j =  1 , 2 , . , . ,  n.

Заметив, что s ig n g ,(* )  sgn gi(x)  =  — sgn g t(x), в окончательном 
виде имеем:

d  т д

- j f  — Y "I- 2  ^  Я Г  s^n gi (•*)> / = 1 .  2, , . n.  (10.85)
j 1 )

Каждое дифференциальное уравнение типа (10.83) или
(10.85) по существу объединяет в себе два уравнения. В самом 
деле, когда х  удовлетворяет ограничениям g i ( x ) ^ 0 ( / = 1 ,  2, . . .  
. . . ,  т ) , т о  s g n g i ( x ) = 0 ,  и процесс поиска экстремума описывает
ся уравнениями

Ч  =  (/ =  1.2 , (10.86)

В противном же случае, когда нарушено хотя бы одно из ог
раничений g i ( x ) ^ 0 ,  процесс описывается уравнениями (10.83) 
или (10.85), так как соответствующее значение sg n g i(* )  =  l. 
Таким образом, система ограничений разбивает /i-мерное век

218 МЕТОД ГРАДИЕНТА [ГЛ. 10



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭКСТРЕМУМОВ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ 219

торное пространство х на две области. Одной области соответ
ствует уравнение (10.86), а другой — уравнение (10.83) или
(10.85). О процессах, которые описываются такими составными 
дифференциальными уравнениями, как известно, принято гово
рить, что они имеют переменную структуру.

На рис. 10.5 для п =  2 и т =  1 дана геометрическая интерпре
тация поиска условного максимума функционала J ( х i, х2) при 
одном ограничении £ ( * 1, х2) ^ 0 .  Ограничение g ( x ь х 2) ^ 0  выде
ляет на плоскости Х \ О Х 2 область допустимых значений перемен
ных х и *2, Для которых g ( x u дс2) > 0  и s g n g ( x b х2 =  0. Д ля  то
чек плоскости *ioa;2, не вошедших в эту область, справедливо 
обратное отношение g ( x u ^ ) < 0  и s g n g ( * i ,  х 2) =  1. Границей 
раздела служит кривая g ( x ь л:2) = 0 .  На рисунке в виде системы

кривых показаны линии уровня функционала J ( х и х 2). Искомому 
условному максимуму М соответствует точка касания линии 
уровня кривой g (* i ,  *2) = 0 .  Траектория изображающей точки 
начинается из точки Л10. Траектория описывается системой диф 
ференциальных уравнений (10.86) до тех пор, пока не нарушено 
ограничение g ( x lf х 2) ^ 0 .  Как только траектория пересекла кри
вую g ( x  1, х2) = 0 ,  процесс описывается уже уравнениями (10.83) 
или (10.85), которые содержат по две составляющие скорости. 
Одна направлена к максимуму функционала J ( х и х2) с коэффи
циентом пропорциональности у, другая, с коэффициентом про
порциональности К — по нормали к кривой g ( x u х2) = 0  в сторону 
допустимой области. Движение в сторону допустимой области 
доминирует над движением к максимуму / (* ) •  Однако как толь
ко изображаю щ ая точка оказывается в допустимой области, 
остается лишь одна составляющая скорости, обеспечивающая 
движение к максимуму. Поэтому изображаю щ ая точка то пере
секает границу g ( x и лг2) =  0, то вновь возвращается в допусти
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мую область. В результате такого ступенчатого движения изо
бражающей точки она как бы скользит по кривой g ( x ь х2) = 0 ,  
приближаясь к искомой точке М . Это движение изображающей 
точки вдоль границы называют скользящим режимом.  Д ля его 
возникновения необходимо, чтобы

3. Ограничения смешанного типа. Определение условного эк
стремума функционала при ограничениях смешанного типа удоб
но проводить по методу штрафных функций, для чего предвари
тельно все ограничения типа неравенств заменяются эквивалент
ными ограничениями в форме равенств.

Так, если максимизируется функционал от п переменных 
]{х)  при ограничениях £<(лс)=0; /==1, 2, . . т ;  срл( х ) ^ 0 ,  k =  
*= 1, 2, то в соответствии с методом штрафных функций
отыскивается безусловный экстремум функционала

I (х)  =  y J  (х)  — I  s  h g ]  (X) — -Г 2  (х)  sgn ф* (х )
Z 1=1 г /г=1

ИЛИ
т I

/  (.х ) =  yJ  (х ) — 2  %i |gi (лг)| — S  |ХА |фа (*)| Sgn Фа (х ).
»=1 *=)

где все ^ > ^ > 0 ,
4. Замечания об аппаратурной реализации метода штрафных 

функций. Некоторая громоздкость аналитических выражений
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(10.83) и (10.85) может создать ложное представление о слож 
ности их воспроизведения на АВМ. В действительности это не 
так. Зависимости

J0  при £ ,(•*) > 0 ,
*‘ SS" * W  =  U ,  при * < * ) « > ,

, , , , , ( О "Р;| » ( ■ « ) >  о,
^ ) S 8 " * ' W  =  U , g , W  П Р „ . * ( * > < 0

достаточно просто осуществляются релейными диодными блока
ми, построенными . на основе схемы ограничения пределов 
(§ 10 гл. 2). Это обстоятельство и определило выбор вспомо
гательных функций в виде (10.79). На рис. 10.6, а) и б) показа
ны соответствующие блоки и их электрические эквиваленты.

Особенно просто воспроизводятся ограничения типа х ^ 0  или 
Xj^O. На рис. 10.6, в) и г) изображены два таких блока. Видно, 
что аппаратурная реализация этих ограничений требует лишь 
включения дополнительного диода в обратную связь ОУ, кото
рый вырабатывает переменную Xj.

§ 5. Задачи

1. Подобрать функцию р(/) так, чтобы решение дифференциального уравне
ния г '(/) — p( t ) y  s ig n [*(/) — y z (/)] асимптотическк* стремилось к функции 
Zj(t) =x(t ) /y.  Здесь x( t ) — возрастающая функция аргумента /, у —  некото
рая постоянная.

У к а з а н и е :  исследовать условия убывания функционала
/ ( г ,  t ) = \ x ( t )  — yz( t )  |.

2. Найти необходимые математические соотношения, чтобы по заданным 
функциям y \ ( t )  и t/д(/) АВМ воспроизводила бы решение *](/) и x2(t) системы 
уравнений

Xi (0  cos x2( t ) + y l ( t ) = 0 t
Xi( t )  sin X2( t ) + y 2( t ) = 0 .

Обосновать целесообразность выбранного метода.
3. Показать, что для устойчивости решений дифференциальных уравнений 

спуска (10.47) при ру ( t ) ,  / =  1, 2, . . . , п, достаточно, чтобы матрица Якоби 
системы (10.37) была диагонально доминирующей в смысле

dFi dF>\ . , 9-------------- » I =  1 , 2 , . . л.
I d F j V  у \  d ^ d F j ,
W i  /  >  I f y  дх.

4. Показать, что для устойчивости дифференциальных уравнений спуска 
(10.47) при

рч (/) =  Щ Г д х ;\’ • / , =  1’2 .........п'
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достаточно, чтобы матрица Якоби системы (10.37) была диагонально домини
рующей в смысле

5. Запрограммировать АВМ МН-7 известными вам способами для получе
ния решения системы

2*1— * 2  +  * з + 3 = 0 ,

3 * 1  + 5 * 2 —  2 * з - 1 = 0 ,

*1 — 4 * 2 + 1 0 * 3  = 0 .

6. Запрограммировать АВМ МН-7 для получения решения системы уравне-.
НИИ

* 2  +  * 3 +  *4+1 = 0,
2 * i  + * з + 2 * 4 — 1 = 0 ,

*1 + *2  + 2*4+ 1= 0 ,
*1 +  * 2 + * 3  — 1 = 0 .

Обосновать выбранный метод решения.
7. Запрограммировать АВМ МН-7 для получения корней алгебраического 

уравнения *3+ 6 * + 2  =  0.
8. Запрограммировать АВМ МН-7 для минимизации функционала

/  (X) =  х \  +  +  *2 +  2 х 3

при ограничениях
* i +  * 2 +  * з — 2  ^  0 ,

*i — *2— 2 ^  0,

*1+ 2*2—2 * 3 + 3  0,
* , ^ 0, * 2 ^ 0 ,  *3̂ 0.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ  
ПЛОСКОГО ДВИЖ ЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

§ 1. Движение материальной точки, 
брошенной под углом к горизонту в сопротивляющейся среде

Материальная точка массой т  брошена под углом а  к гори* 
зонту (рис. 11.1). Начальная скорость точки и0 (скорость броса
ния). Движение точки происходит в плоской сопротивляющейся 
среде. Сила сопротивления движению пропорциональна скорости 
движения Q =  —knw,  где k. — коэффици
ент пропорциональности. Требуется з а 
программировать АВхМ МН-7 для иссле
дования движения точки.

1. Вывод дифференциальных уравне
ний движения. Движение точки про
исходит в соответствии с законом Нью
тона:

X =  mxi  Y = m i j 9 ( И Л )
Рис. 11.1.

где X , Y — проекции всех сил, действующих на материальную 
точку, на оси координат; +, у  — ускорения материальной точки 
вдоль осей координат.

В рассматриваемой задаче движение точки происходит под 
действием двух сил. Силы тяжести P =  m g  и силы сопротивления 
среды Q =  —ktnu.

Д ля вывода дифференциальных уравнений движения мате
риальной точки достаточно найти выражения проекции этих сил 
на оси координат.

Пусть в некоторый момент времени t материальная точка з а 
нимает положение М (см. рис. 11.1). Проекции сил Р и Q на оси 
координат будут:

Хр  =  О, Y p = -  mg, X Q =  -  kmv Y q =  -  knw

где dx/ds  и dy/ds  — косинусы углов между силой Q и осями ко
ординат; s — дуга траектории. Подставляя проекции сил в вы
ражения (11.1) и учитывая, что v =  ds /d t , получаем искомую
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систему дифференциальных уравнений

x = — kx9 у = — ky — g  (11.2)
с начальными условиями

х(0) =  У ( 0 )  =  0; х  (0) =  c^cosa; у  (0) =  v0 s i n a .

2. Структурная схема. Структурная схема, соответствующая 
дифференциальным уравнениям (11.2), представлена на рис. 11.2. 
В схеме организован программный останов по условию у = 0. 
Физически остановка машины в момент времени, когда у = 0, 
соответствует расположению точки бросания и точки падения на 
одной высоте. Выходы интеграторов, вырабатывающих перемен
ные x( t )  и y ( t ) 9 подаются на вертикальные и горизонтальные 
пластины электроннолучевого индикатора. На экране ИЭЛ ото
бражается зависимость у = ф(лг), представляющая собой траек
торию движения материальной точки.

Рис. 11.2.

Контроль правильности работы АВМ при воспроизведении 
решений (11.2) удобно провести с помощью контрольного соот
ношения

hx-\~x-\-ky -\-у—z = 0 ,

где z  — вспомогательная избыточная переменная. Дифференци
руя контрольное соотношение по переменной /, имеем:

z = k x + x + k y + y .

Отсюда с учетом (11.2) получаем необходимое определяющее 
дифференциальное уравнение для воспроизведения избыточной 
переменной г:

£*=— g,  2 (0) =  u0(cos a + s i n  a ) .
3. Масштабирование зависимых переменных. На структурной 

схеме представлены в явном виде переменные x ( t ) ,  * ( / ) ,  y ( t ) ,  
y ( t ) .  Этим переменным должны соответствовать в АВМ электри
ческие напряжения их= т хox, и^ =  т х\х, uy= m v0y, и . = т у\у. Д ля
расчета масштабов т х0, т х\, т у0, т у\ необходимо располагать 
максимальными значениями переменных хт„ .  жт„ ,  у тшх, ут„.
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Проведем оценку максимальных значений переменных по ме
тоду масштабных задач. Д ля  этого перейдем от исходной задачи 
к масштабной задаче. М асштабная задача при сходном физиче
ском содержании должна иметь простое аналитическое решение, 
позволяющее определить границы изменения переменных в ис
ходной задаче. В качестве масштабной задачи рассмотрим дви
жение точки, брошенной под углом к горизонту в пустоте. С рав
нивая исходную и масштабную задачи, можно утверждать, что 
точка в. пустоте будет лететь дальше, выше и с большей ско
ростью, чем в сопротивляющейся среде. Движению точки в пу
стоте соответствует значение & =  0, и потому система дифферен
циальных уравнений (11.2) превращается в такую:

х==0, y = — g ;
*(О) =  0 (О )= О ;  х*(0) =  u0c o sa ,  y ( 0 ) = v 0sinoc. (11.3)

Уравнения (11.3) имеют аналитические решения:
сг/2

х (t)  =  ( v {) cos  a )  t\  у  ( t )  =  (v0 sin a)  t  — ^

отсюда следует:
1) при любом угле бросания а  материальной точки величины 

проекций скорости точки на оси координат не могут быть больше 
Vo, т. е. x - ^ V q и y ^ v 0;

2) максимальная дальность полета точки соответствует углу

бросания a = j - H  равна хтах= — »
3) максимальная высота полета точки соответствует углу

бросания а = 2" и равна £/та1= - ^ -
Расчет масштабов выполнен в таблице 1.

Т а б л и ц а  1

П е р е м е н н а я
М а к с и м а л ь 

н о е  з н а ч е н и е  
п е р е м е н н о й

В е л и ч и н а
м а с ш т а б а

О б о з н а ч е н и е
м а с ш т а б а

X 41 з «
см 

о

'ъ
о

'
ОО

т х 0

X "0 100/»0 Шх 1

У 4 /(2£) to О о o
to ТПуО

У 100/с/о ГПу\

4. Коммутационная схема. Коммутационная схема представ
лена на рис. 11.3, она ориентирована на АВМ МН-7. В отличив 
от структурной схемы в коммутационной схеме еще предусмотре
на возможность организации программного останова по условий
15 А. С, Урмае»
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i / = 0 ,  что соответствует прерыванию процесса интегрирования 
системы уравнений (11.2) в момент времени, когда материальная

-  lUDcosaB \
m  ̂ тх7ш 9

/77я/ v0

- WDsinoiB

31

программный 
останов по 
условию у =0 

или 0=0

Рис. 11.3.
точка достигла наибольшей высоты. Кроме того, добавлен 
интегратор 1 5 , который позволяет измерять время полета точки 
до максимальной высоты' или до падения.

б. Задача. 1) Для v0 =  2g рассчитать масштабную таблицу и коэффициенты 
передачи интеграторов.

2) Установить угол бросания а  =  я/4 и зарисовать картину движения ма
териальной точки в плоскости х у у наблюдая процесс движения с помощью ИЭЛ. 
Эксперимент провести для значений k , равных 0; 0,05; 0,1; 0,20.

3) Для 6 =  0,1, изменяя угол бросания от а  =  0 до я/2 через я/24, измерить
значения х т а х , У т а х И  значения скоростей а с ,  у  в момент падения, определить
t  * — время полета точки. По результатам построить графики

У max  =  Ч>1 W .  Утах  “  Ф* ( “ >• (* =  Ф» («>•

§ 2. Встреча снаряда с подвижной целью

Пусть имеется некоторая подвижная цель, движение которой 
в плоскости хоу  задано функциями уц(/), x n(t).  Необходимо по
разить эту цель снарядом из орудия, расположенного в точке

с координатами х = 0 \  у = 0. 
Скорость снаряда при выходе из 
ствола орудия v0. При полете сна
ряд испытывает силу сопротивле
ния воздуха, пропорциональную 
скорасти его движения (рис. 11.4).

Рассматриваемая задача опи
сывается той же системой (11.2) 
дифференциальных уравнений, 
как и задача § 1 гл. 11, с той 

лишь разницей, что вместо начальных условий заданы краевые:
x( t )  =  — kx(t ),  y( t)  =  — ky( t)  — g, (П .4)

x ( 0 ) = t j ( 0 ) = 0 y * ( / * ) = * ц(/*), y ( t * ) = y A t * ) -
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Здесь /*■ — некоторый неизвестный момент времени, в который 
происходит поражение цели снарядом; х (t) и y ( t )  — неизвестная 
пока траектория движения снаряда; хц(0  и */ц(0  — заданная 
траектория движения цели.

Это необычная краевая задача. Ее математическая особен
ность в том, что заранее неизвестно значение независимого пере
менного /*, при котором должны иметь место равенства x( t*)  —  
—  x n(t*),  y ( t * ) = y , i ( t * ) .  Этим задача (11.4) отличается от дру
гих типов краевых задач.

Решить задачу встречи снаряда с подвижной целью — это 
значит указать такой угол наклона канала ствола орудия а* 
(угол бросания), чтобы в некоторый момент времени t* после 
выстрела были справедливы равенства x( t*)  = * ц(/*), y( t*)  —  
==yn(t*).  Математически это эквивалентно редукции краевой 
задачи (11.4) к задаче Коши. В результате редукции, используя 
равенства х(/*) = х д(/*), у(/*)  = у ц(/*), должны быть найдены 
начальные условия i ( 0 )  = v 0 cos а* и у (0 )  = v 0 sin а*, где а* — 
искомый угол бросания. Оказывается, что в большинстве случаев 
существует не один, а два угла бросания, при которых происхо
дит поражение цели. Двум углам соответствуют два типа траек
торий снаряда.

На рис. 11.4 траектория первого типа отмечена цифрой I. 
Это так называемая навесная траектория. Цифрой I I  отмечена 
траектория второго типа, называемая настильной.

Рис. 11.5.

Структурная схема АВМ показана на рис. 11.5. Схема в ос
новном повторяет структурную схему рис. 11.2. Отличие состоит 
в способе организации программного останова и в наличии до
полнительных блоков, показанных прямоугольником, воспроиз
водящих траекторию подвижной цели *ц( 0  и y n(t).  Кроме того, 
неизвестны начальные условия интеграторов, вырабатываю 
щих переменные — x ( t ) ,  —y ( t ) .

На АВМ редукцию краевой задачи к задаче Коши удобно 
провести на основе метода проб. Изложим этот метод примени
тельно к рассматриваемой задаче. Зададимся произвольным 
углом бросания a i  и воспроизведем решение системы (11.4) на

15"
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АВМ. Углу ai на рис. 11.6, а) соответствует траектория снаряда 
У\(х) .  Кроме того, на рисунке показана траектория цели у ц(х).  
Программный останов организован таким образом, что в момент 
t u когда X \ ( t i ) = x n(t \) ,  происходит прерывание процесса реше
ния. Машина останавливается, значения y\ ( t \ )  и y n(t\) фикси
руются. Вычисляется ошибка A#i =  ( / i ( / i )— УцЬ\).  Затем в каче
стве пробы выбирается другой угол бросания а 2, отличный от ai. 
Этому углу на рис. 11.6, а соответствует траектория снаряда, 
обозначенная У2(х).  Как и ранее в момент времени /2, когда

д;2( / 2 ) = х п(12), произойдет останов машины и можно будет опре
делить ошибку Д*/2 =  */2( ^ ) — */ц(Ы» соответствующую углу бро
сания а 2. Имея два значения ai и а 2 и соответствующие им ошиб
ки \ у \  и Дг/2, можно графически уточнить значение а  на основе 
построения, показанного на рис. 11.6, б).  В координатах а  и Ду 
наносятся точки /  (аг, Ау\)  и 2 ( а 2; ДУ2), которые затем соеди
няются прямой. Пересечение этой прямой с осью а  дает значе
ние аз, которое, вообще говоря, ближе к искомому а*, чем ai 
и а 2. Д ля значения аз воспроизводится траектория Уз(х).  Н ахо
дится ошибка Дуз. По точкам 2 ( а 2; Дг/г) и 3 (аз; Д^/з) находится 
новое значение угла a 4. Эта процедура определения а  повторя
ется до тех пор, пока ошибка Д а не окажется достаточно малой. 
При этом, конечно, совершенно не обязательно, чтобы 
t l =  t2 =  (3 и т. д., а также Х\ ( t x) = x 2(t2) = * 3(/3) и т. д.

Задачи. Воспроизвести на АВМ МИ*7 встречу снаряда с подвижной целью 
по заданным ниже траекториям цели. Рассмотреть случаи поражения цели на
весной и настильной стрельбой. Определить полетное время снаряда до встречи. 
Стрельба производится с начальной скоростью Vo — 2g в среде £ =  0,1.

Траектории цели заданы уравнениями:

Рис. 11.6.

2 )  =  + 0 . '  s i n 7 o ' ) -  + 0 . 1 s i n - ^ / J ;

3) Уи (0 =  2g ехР  ̂ "Ш *п ^  =  То
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З а м е ч а н и я .  Для облегчения сравнения данных масштабы представления 
переменных *ц (/), */ц(0> *(0» У(0  следует взять одинаковыми. Аналогично 
выбираются масштабы для переменных я ц(/)» г/ц(0. * ( 0 .  //(О-

Если количества операционных блоков одной АВМ не хватает для воспро
изведения задачи, то необходимо рассчитывать на совместную работу двух 
машин.

§ 3. Круговой математический маятник

Математическим маятником называют материальную точку, 
которая под действием силы тяжести движется по некоторой 
кривой. Кривую располагают в плоскости симметрично относи
тельно некоторой вертикальной прямой. В том случае, когда кри
вой является окружность, принято на
зывать математический маятник кру
говым.

Практически круговой маятник мож 
но представить себе в виде трубочки, 
согнутой в кольцо, в которой движет
ся без трения тяжелый шарик, или в 
виде материальной точки массой ш, 
которая связана с неподвижной точ
кой О невесомым твердым стержнем 
длины / (называемой длиной маятни

к а ) .  Если не принимать во внимание 
трение в точке подвеса и сопротивле
ние воздуха, то единственной действу
ющей силой будет сила тяжести со сла
гающей — mg  sin 0 в направлении возрастания угла 0 (рис. 11.7), 
где N — реакция стержня.

1. Приведение дифференциального уравнения движения к ви
ду, удобному для реализации на АВМ. В соответствии с законом 
Ньютона имеем уравнение

mv — — m g  sin 0,

где v — скорость материальной точки, которая для кругового 
движения равна и =  /0. С учетом этого и после сокращения на m  
получаем искомое дифференциальное уравнение

0 (t) =  -— со2 sin 0 (/), (И -5)
где co2 =  f .

Аналитическое решение нелинейного уравнения (11.5) удает
ся на<йти только в квадратурах, получивших особое название 
«эллиптические интегралы первого рода». Ради простоты при 
аналитическом исследовании часто ограничиваются рассмотрени



ем лишь малых колебаний маятника, точнее, бесконечно малых 
колебаний, когда справедливо равенство sin 0 ^ 0  и уравнение 
.01.5) превращается в линейное

Q(t) =  — <о40(О, (11.6)
которое имеет аналитическое решение.

На АВМ можно с одинаковым успехом моделировать колеба
тельные процессы, описываемые как уравнением (11.5), так и 
уравнением (11.6). Д ля удобства визуального наблюдения кар 
тины протекания колебательного процесса на плоскости хоу  вы
разим координаты материальной точки через угол отклонения 
стержня. Из рис. 11.7 видно, что

x = l  sin 0(0»  У = — I cos 0 ( / ) .  (П.7)]
Продифференцировав каждое из выражений (11.7), имеем

* ( 0 = —i/(O 0 (O . ! / ( 0 = x ( 0 b ( 0 -
Легко заметить, что правая часть дифференциального уравнения 
(11.5) пропорциональна x ( t ) .  Учитывая это, получаем систему 
нелинейных дифференциальных уравнений, для реализации ко
торых на АВМ достаточно иметь два блока перемножения 
U не требуется функциональный преобразователь sin 0:

0 ( 0 = —т * ’ * ( 0 = —у (О 0 (О .  у (О = * ( О 0 ( О «  (1 J-8)j
В качестве начальных условий примем

0(0) =  00, 0(0) =  О, х(0)  =  I sin 0О, У(0) =  — /cos  0О.
Это значит, что маятник, предварительно отклоненный на угол 
0О, в момент времени / =  0 начал свободно двигаться без началь

ной скорости под действием 
силы тяжести.

2. Структурная схема 
АВМ. Структурная схема 
представлена на рис. 11.8. 
Схема составлена по уравне
ниям (11.8) и содержит четы
ре интегратора, два блока 
перемножения и три инвер
тора. Переменные y( t )  и 
x( t )  выведены на вертикаль
ные и горизонтальные плас
тины ИЭЛ. Поэтому на эк
ране ИЭЛ воспроизводится 

кривая у = у ( х )  — траектория движения материальной точки. 
Конечно, эта кривая — дуга окружности радиуса /.

3. Расчет масштабов. Масштабированию должны подвер
гаться переменные 0 ( / ) ,  0 (f ) ,  x ( t ), y ( t ) ,  для чего необходимо
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располагать максимальными значениями этих переменных. Из 
геометрических соображений ясно, что x max= i / max= / f а 0таг=0о . 
Д ля определения максимального значения 0(/)  обратимся к ме
тоду масштабных задач. В нашем случае масштабной задачей

Т а б л и ц а  1

П е р е 
м е н н а я

М а к с и м а л ь н о е  
з н а ч е н и е  п е 

р е м е н и  oii
В е л и ч и н а  м а с ш т а б а О б о з н а ч е н и е

м а с ш т а б а

0 0 0 1 0 0 / 0 0 т е о

0 0 0 ^ 1 О О /0 осо m e i

X 1 1 0 0 / / т х

и 1 1 0 0 / / т у

может служить колебательный процесс, описываемый уравнение 
ем (11.6). Из аналитического решения этой задачи 0 ( 0  = 0 О cos <о/ 
находим максимальное значение 0тах, равное 0осо.- Весь расчет 
масштабов выполнен в масштабной таблице 1.

4. Коммутационная схема. Коммутационная схема, ориенти
рованная на АВМ МН-7, представлена на рис. 11.9. Она по своей

-т х х '> — °-(^ У

-ms , 8  >.

-п1уУ >

B Z  ms o 9 '

{Щ16)
Рис. 11.9.

топологии отличается от структурной схемы. Эти отличия вызва
ны, во-первых, особенностями включения блоков перемножения 
машины МН-7 на входы которых необходимо подавать не только 
сами перемножаемые переменные, но и их инверсии; во-вторых,
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в коммутационной схеме введены дополнительный блок, воспро
изводящий функцию / ( / ) ,  и обратная связь с выхода интеграто
ра 5 на его вход через потенциометр с коэффициентом переда
чи к. Это сделано для того, чтобы иметь возможность исследо
вать на АВМ более общий процесс колебаний математического 
маятника, который описывается дифференциальным уравнением 
Дуффинга

6 ( ( )  =  —  £0 ( / )  —  со2 sin 0 ( / )  +  /  ( /).  (11 .9 )

Это уравнение описывает движение математического маятника 
под действием некоторой вынуждающей силы P =  ml f ( t )  в сопро
тивляющейся среде, которая препятствует движению с силой, 
прямо пропорциональной скорости движения. Величине к соот
ветствует коэффициент пропорциональности между силой сопро
тивления и скоростью движения. Коммутационная схема преду
сматривает воспроизведение на экране ИЭЛ, кроме траектории 
материальной точки, одной из функций 0 =  ф, (л:) или 0 =  ф2(jc).

5. Задачи. 1) Для ш =  1 и k =  0 определить с помощью АВМ МН-7 период 
колебаний маятника как функцию от 0О, т. е. Г =  ф (0 о). Пояснить физическую 
сущность полученных результатов. (Здесь рекомендуется организовать автома
тическое прерывание решения по условию лг( )̂ = 0  или 0 ( / ) = 0  и с помощью 
отдельного интегратора построить измеритель времени.)

2) Для 0О== я/2, о = 1  и при различных /г =  0; 0,1; 1; 2 воспроизвести двн- 
жение материальной точки на экране ИЭЛ, определить время движения мате
риальной точки от 0О= я / 2  до 0 =  0. Пояснить физический смысл полученных 
результатов для различных k.

3) Для 0о =  0, (0 = 1  для значений 6 =  0; 1 воспроизвести движение мате
риальной точки при различных вынуждающих функциях /( /)  = 2 0  sin 10/; 
б s in / ;  10 ехр (—0,5/) s i n /; 50 ехр (—0,5/); 50. (Функция /( / )  задана в машин
ных переменных.) Пояснить физическую сущность полученных результатов для 
различных /( / )  и к.

4) «Воспроизвести и исследовать на АВМ МН-7 явление параметрического 
резонанса в нелинейной колебательной системе, описываемой дифференциаль
ным уравнением *)

*0 (/) =  —-kO(t)  — (о2 (1 +  е cos / )  sin 0 (/),  0 (0) =  0, 0 (0) =  0, е <  1.

К такой колебательной системе можно отнести математический маятник 
(рис. 11.7), который имеет переменную длину, а движение его происходит в со
противляющейся среде. Примером маятника переменной длины могут служить 
качели: человек, раскачиваясь на качелях, периодически меняет положение сво
его центра тяжести.

При выполнении исследования рекомендуется за основу взять коммутацион
ную схему рис. 11.9 и дополнить ее в той части, которая необходима для вос
произведения функции 1 + e c o s / .  Далее, положив /г =  0, е = 0 ,0 5  и плавно из
меняя о  в интервале 0 < о < 2 ,  зафиксировать те значения ©ь ©2, ©з и т. д., 
при которых имеет место параметрический резонанс. В окрестности о>| для /? =  
=  0; 0,2; 0,4 в координатах со и е построить область G( oj, е) существования 
параметрического резонанса для 0 ^ е ^ 0 , 5 .

Пояснить смысл полученных результатов.

*) Уравнение представляет собой обобщение известного уравнения Матье,
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§ 4. Движение материальной точки по кеплерову эллипсу

По кеплерову эллипсу движутся планеты вокруг Солнца, ко
торое находится в одном из фокусов эллипса. Аналогичную тра
екторию имеют заряженные частицы в электрическом кулонов* 
ском поле точечного заряда противоположного знака. В 
дальнейшем будем называть объект, движущийся по эллипсу, 
материальной точкой, а материальным телом — объект, ее 
притягивающий.

Геометрическая интерпретация движения представлена на 
рис. 11.10. Траектория материальной точки Е — эллипс с полу
осями а и ft, а > & .  В фокусе Fx расположено массивное матери
альное тело М, притягивающее материальную точку с силой, 
пропорциональной 1/г2, где г — 
радиус-вектор, соединяющий F\ 
с Е. Две крайние точки эллип
са А и Р в астрономии назы
вают соответственно афелий и 
перигелий.

Положение точки Е на траек- р 
тории можно выразить в разных ““ 
системах координат — в поляр
ных с координатами r ( t ) y ср(0 
или в прямоугольных с координа
тами x(t)> y ( t ) .  При воспроизве
дении движения на АВМ пря
моугольные координаты пред- Рис. 11.10.
почтительней из-за удобства
наблюдения траектории y = f ( x )  на электронном индикаторе.

В соответствии с законами Кеплера движение материальной 
точки по траектории описывается системой конечных уравнений

у  / =  и (() — esin  u ( t ) } x( t )  =  a c o s u ( i ) ,  у (I) =  b s \ n u { t ) y (11.10)

где T — период обращения Е относительно М,  / — время, е«"» 
■= v ~ r  — {b/а ) 2 —-эксцентриситет эллипса. Первое уравнение си
стемы (11.10) представляет собой знаменитое уравнение Кеплера, 
Два последних уравнения задают в параметрической форме 
эллипс. Роль параметра u ( t )  играет угол между направлениями 
на афелий и на точку /(. Точка К лежит на окружности, постро
енной на большой оси эллипса как на диаметре. Д ля  любого мо
мента времени ( между точкой К  и точкой Е существует одно
значное соответствие, которое выражается в том, что абсциссы 
точек К и Е одинаковы (OL). Угол u ( t )  в астрономии называют 
эксцентрической аномалией, в отличие от угла ф (/) ,  который на
зывают истинной аномалией.
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1. Приведение уравнений (11.10) в форму, удобную для реа
лизации на АВМ. Перейдем от конечных уравнений (11.10) 
к дифференциальным, для чего продифференцируем каждое 
уравнение из (11.10) один раз по аргументу t\

р- =  и (/) — ecos и (t ) и (/),

х  (t) =  — a sin u( t )  и (t)> (11.11)

y ( t )  =  b cos и (t) и (t ).

Сравнивая уравнения (11.11) между собой и с исходной систе
мой (11.10), получаем систему определяющих дифференциаль
ных уравнений для функций u ( t ), x ( t ) y y ( t ) :

и (/) i ' y  (t) +  у ,  X (t ) =  — ^ y ( t ) u ( t ) ,  y ( t )  =  ~  x ( t )  u{t).  (11.12)

Система (11.12) допускает упрощение за счет исключения ne*i 
ременной и ( / ) ;

Будем считать, что в начальный момент времени t =  0 место
положение точки Е  совпадает с афелием. Это соответствует на.-» 
чальным условиям системы (11.13): х ( 0 ) = а у у ( 0 ) = 0 .

Рис. 11.11.

2. Структурная схема. Структурная схема АВМ, соответству
ющая уравнениям (11.13), представлена на рис. 11.11. Схема до
статочно проста и не требует большого числа операционных бло
ков. На Экране ИЭЛ воспроизводится траектория движения 
точки.
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3. Расчет масштабов. М асштабировать необходимо перемен
ные x ( t ), //(О, у ( 0» так как эти переменные явно представлены 
на структурной схеме рис. 11.11.

Д ля удобства сравнения данных масштабы переменных x ( t )  
и y ( t )  следует взять одинаковыми, исходя из максимального зн а
чения х(1),  равного а. Максимальное значение y ( t )  достигается 
в момент времени, когда материальная точка Е  проходит через 
перигелий. Из системы (11.13) получаем, что максимальное зн а
чение //(/) не б о л ь ш е . Расчет масштабов выполнен в 
таблице:

Т а б л и ц а

П е р е 
м е н н а я

М а к с и м а л ь н о е
з н а ч е н и е

п е р е м е н н о й
М а с ш т а б

О б о з н а ч е н и е
м а с ш т а б а

X, у а 1 0 0 т0
. а

у л  b 1007(1— е) Ш ,

Г ( 1 - е ) nb

4. Коммутационная схема. Коммутационная схема, ориенти
рованная на АВМ МН-7, показана на рис. 11.12. Топология схе
мы несколько отличается от структурной схемы рис. 11.11, что

вызвано особенностями включения блоков перемножения маши
ны МН-7. Коэффициенты передачи всех операционных блоков 
выражаются через параметры траектории: а, 6, Г.

5. Задача. Воспроизвести на АВМ МН-7 движение материальной точки по 
кеплерову эллипсу с параметрами а =  1; 6 =  0,5; 7 = 4 л ,  заданными в некоторой 
согласованной системе единиц измерения. Отснять значения переменных 
x( t )  и 1/(0- Построить графики x( t ) ,  g(t)  и y =  f ( x ) .  По полученным числен
ным результатам показать справедливость теоремы площадей.
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ОДНОМЕРНОЕ ДВИ Ж ЕН И Е МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
В ПОТЕНЦИАЛЬНОМ ПОЛЕ

§ 1. Дифференциальные уравнения движения

\\з  механики известно ди ф ф ерен ц иал ьн ое уравнение д в и ж е 
ния м атериальной точки.

Движение описывается обыкновенным дифференциальным 
уравнением Л агран ж а вида

а г ^ - т г = ° -  <| ! М >dt dq дЯ v 9

Здесь L — функция Л агранж а; q — обобщенная координата; q — 
обобщенная скорость точки; t — время.

Функция Л агран ж а выражается через кинетическую Т и по
тенциальную энергию U материальной точки L =  T— U. Пусть 
положение точки определяется декартовой координатой х. Тогда
функцию Л агран ж а можно записать в виде L =  — U(x).

Если провести необходимые преобразования над функцией L, 
то в соответствии с (12.1) получим

™  =  (12.2)

При аналитическом исследовании обычно не пользуются уравне
нием (12.2), а рассматривают уравнение более низкого порядка,
получаемое на основе закона сохранения энергии -ir U(x) =  E t

где Е  — полная энергия.
Э то ди ф ф еренциал ьное уравнение первого порядка:

' х ^ / ^ Е - и  (х)|. (12.3)

Решение его выражается квадратурой

dx + с ,У 2 J УЕ -  и  (х) 

где С — некоторая постоянная.
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U(x)

Поскольку кинетическая энергия — величина положительная, 
движение возможно лишь в тех областях х, где E > U ( x ) .

При исследовании обычно представляет интерес выявить ха
рактер движения материальной точки в зависимости от вида 
функции U(x)  и величины энергии Е.

На рис. 12.1 показана функция U(x)  и горизонтальная пря
мая, соответствующая энергии Е. Движение возможно лишь в 
областях х \ < х < . х 2 и х > х ъ. В точ
ках Х\у *2, *з скорость движения ча
стицы равна нулю. Эти точки назы
вают точками остановки. Движение 
на интервале Х \ < С х < х 2 ограничено.
Такое движение называют финит
ным.  Если область движения не ог
раничена или ограничена с одной 
стороны, движение называют инфи- 
нитным. Одномерное финитное дви
ж е н и е— колебательное движение, период которого Т  есть функ
ция энергии

(Е)

X*
Рис. 12.1.

T ( E ) = V 2 m  j  - = Й
хх (Е) V E - U ( x )

(12.4)

Дифференциальное уравнение (12.1) предполагает, что дви
жение происходит в пустоте или что эффектом действия среды 
можно пренебречь. Задача  о движении в некоторой среде гораз
до сложнее.

Во многих важных практических случаях эффект действия 
сопротивляющейся среды можно учитывать в виде некоторой 
силы трения, зависящей для данной среды от скорости движ е
ния. При этом дифференциальное уравнение (12.1) представля
ется в виде

d_ dL _  dL _  dF (д)
dt 6q dq rtq

ИЛИ

dU (x) dF (x)  (12.5)
mx d T  a i  '

где F(q) ,  F(x) — диссипативные функции,  или '

сила трения.
Диссипативная функция имеет важный физический смысл —* 

ее определяет интенсивность рассеивания энергии в системе.
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\ §  2, Структурные схемы АВМ, воспроизводящие 
одномерное движение

Д ля исследования одномерного движения в различных потен
циальных полях U(x)  на .АВМ можно воспользоваться диффе
ренциальным уравнением движения как в виде (12.2), так и 
в виде (12.3).

Уравнение (12.3) имеет неявную форму задания относитель
но производной x ( t ) ,  и потому его использовать для программи
рования АВМ нежелательно, тем более, что при рассеивании 
энергии вообще нельзя пользоваться уравнением (12.3), и дви
жение материальной точки следует воспроизводить по уравне
нию (12.5).

Рис. 12.2 Рис. 12.3

Структурная схема, соответствующая уравнению (12.2), пред
ставлена на рис. 12.2. Она включает цепочку из двух интеграто
ров, охваченных обратной связью в виде функционального пре
образователя, воспроизводящего Ux(х) (обобщенную силу), и ин
вертора. Начальные условия интегратора 1 зависят от полной 
©нергии Е  и начальной потенциальной энергии

*(0) =  V  ̂ \ E - U ( x { 0 ) ) \ .

Структурная схема, соответствующая уравнению (12.5), пред
ставлена на рис. 12.3. Эту схему отличает от схемы рис. 12.2 
лишь отрицательная обратная связь с выхода первого интегра
тора на его вход через функциональный преобразователь F • (х).

Очень часто оказывается, что можно избежать использования 
нелинейных функциональных преобразователей путем сведения 
дифференциального уравнения (12.2) или (12.5) к некоторой м а
тематически эквивалентной системе дифференциальных уравне
ний большего порядка, чем исходное уравнение, но с нелинейно
стями типа произведения.

При моделировании движения частиц на АВМ само движение 
можно наблюдать на экране электронного индикатора в виде



траектории частицы x( t )  и в виде фазовой траектории x = f ( x ) .  
Меняя величину энергии £ ,  можно определить глубину потенци
альных ям и зависимость периода колебаний частицы от величин 
энергии. Кроме того, можно исследовать изменения в движении 
частицы под влиянием некоторой добавки б U(x)  к полю U (х ).

§ 3. Пример программирования АВМ для исследования 
движения частицы

Составим структурную схему АВМ для исследования движ е
ния частицы в поле U(x)  = т с о 2л:2/2 при наличии добавки к полю 
± $ х А!4 и при диссипации энергии F(x)  = а т х 2/2. В соответствии 
с (12.5) дифференциальное уравнение движения частицы будет

х  =  —  со2* +  р*3 — ах,  (1 2 .6 )

где знак «—» перед р соответствует положительной добавке к по
лю, а знак « + »  отрицательной.

С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, воспроизводящая решение 
дифференциального уравнения (12.6), представлена на рис. 12.4.

§ 3] ПРИМЕР ПРОГРАММИРОВАНИЯ АВМ 2 3 9

Рис. 12.4.

Схема содержит два интегратора 1, 2 и цепочку из двух после
довательно включенных блоков перемножения 2, 3 с инвертора
ми 3,4. Эта цепочка служит для воспроизведения слагаемого Фр. 
Выбор знака осуществляется с помощью ключа К . Д л я  наблю
дения движения частицы на ИЭЛ выведена переменная x ( t )  на 
горизонтальные пластины, а на вертикальные — переменная x ( t )  
н переменная + и ( х )  ± 6 U ( x ) .  Д ля  воспроизведения потенциала 
U ( x )  использован блок перемножения 1 и сумматор 2. На экране 
ИЭЛ одновременно с потенциалом можно наблюдать фазовую 
траекторию частицы x = f ( x ) .
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При выполнении исследования движения материальной точки 
рекомендуется:

1. Построить коммутационную схему для случая со =  1, т =  1;
2. Установить а = 0  и при некотором фиксированном значении 

#(0) (т. е. при фиксированной энергии частицы) определить з а 
висимость амплитуды и периода колебаний от величины коэф
фициента Р; построить графики Т($)  и Л( р) ;

3. Д ля  а = 0  и отрицательных значений р определить в коор
динатах #(0) и р области финитного и инфинитного движения; 
пояснить результаты эксперимента и вид потенциальной 
функции;

4. Д ля  некоторой точки ( i ( 0 ) ,  р) финитного движения опреде- 
лить Т — период колебаний частицы при а  =  0; положив а  =  0,1; 
0,2; 0,3, отснять значения x( t )  и x ( t )  через 0,1 7\ построить гра
фики и пояснить их вид;

5. Д ля некоторой точки ( i (0 ) ,  Р) инфинитного движения, по
ложив а = 0 , 1 ;  0,2; 0,3, отснять х(()  и х( ( ) ,  построить графики 
и пояснить их вид;

6. Д ля  отрицательных значений р и некотором фиксирован
ном х(0) ,  обеспечивающем инфинитное движение при а  =  0, по
строить область финитного движения в координатах а, р.

§ 4. Задачи

Исследовать движение частииы единичном массы ( m =  1) в полях, когда 
диссипативная функция равна: /г( .г )= 0 ,  F (х) = и х 212, F (х) = а х 3/3.

1. 1) ( *) =®—sin2* с добавкой ± P c o s * .
2. V(x)  = —ехр (—х2).

8. V (х) =  — j^ 2  •

4. £/(х) =  [ехр (—2а*) — 2 ехр (—а * ) ]  с добавкой ± р е х р а * .
б. U(x)  =  (1 — cos *).

xaco2 Р*3
б. и  (х) =  — §—  с добавкой +  ,
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КИНЕТИКА ГОМОГЕННЫХ ИЗОТЕРМИЧЕСКИХ  
РЕАКЦИЙ

§ 1. Реакции первого порядка

Химическая кинетика изучает явления, связанные с измене
нием во времени концентрации химических веществ в процесса 
реакции. Скорость протекания химической реакции  определяется 
как изменение концентрации реагирующих веществ в единицу 
времени.

Математическое описание кинетики реакций основано на 
законе действия масс, согласно которому скорость химической 
реакции пропорциональна произведению концентраций реагиру
ющих (исходных!) веществ.

В реакцию вступили два вещества А и В. Скорость реакции 
исчисляется в соответствии с законом действия масс как 
v =  kC A(t )CB( t ) t где V'— скорость реакции, CA(t) и CB(t) —^теку
щие концентрации веществ Л и В, k — коэффициент пропорцио
нальности, не зависящий от концентрации реагирующих веществ, 
k называют константой скорости реакции.  Константа скорости 
реакции возрастает с ростом температуры. Кроме того, на ско
рость реакции влияет молярность реакции, зависящая от числа 
молекул, участвующих в каждом акте реакции.

Рассмотрим ряд реакций первого порядка, для которых ха
рактерно существование лишь одного исходного продукта. Кине
тика реакций первого порядка описывается линейными диффе
ренциальными уравнениями.

1. Необратимая реакция первого порядка. Вещество А пре-
k

вращается в вещество В согласно схеме А — >-В, где k  — кон
станта скорости реакции, А — исходный продукт, В — целевой 
продукт реакции. Здесь один исходный продукт, поэтому ско
рость реакции зависит только от концентрации cA(t).

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  кинетики в соот
ветствии с законом действия масс будут

CA (t) = - k C A {t)\ CB (t) =  kCA (t) (13.1)

с начальными условиями СА( 0 ) = С АО, Св ( 0 ) = С в0. Знак  «—» 
в первом уравнении отраж ает тот факт, что концентрация ве
щества А в процессе реакции убывает. Аналогично « + »  во вто-

16 д . С. У рмае!
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ром уравнении соответствует возрастанию концентрации ве
щества В.

С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, представленная на рис. 13.1, 
воспроизводит решение системы линейных уравнений (13.1).

2. Необратимая последовательная реакция протекает согласи
но схеме

Здесь А — исходный продукт, В, С, D — промежуточные продук
ты, Е —  целевой продукт, k \ t k2, £3, k A — константы скоростей от

дельных ступеней реакции. В процессе 
реакции концентрация А падает, концент-

акции, получается система дифференциальных уравнений кине 
тики:

С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, соответствующая этой си
стеме уравнений, представлена на рис. 13.2. Схема содержит пять 
интеграторов по числу компонент реакции. С помощью интегра
тора 6 и схемы программного управления построен измеритель 
времени, обеспечивающий программное прерывание процесса ре
шения в заданные моменты времени /3 (ключи /Ci и /Сг в нижнем 
положении).

Задание /3 осуществляется делителем Д .  Кроме того, 
схема программного управления может быть использована 
для прерывания процесса решения в момент времени, когда ка 
кой-либо промежуточный продукт {на рисунке — продукт В)  до
стигает максимальной концентрации. Д ля  такого прерывания 
с помощью сумматора 1 вырабатывается в соответствии со вто-

дается на вход схемы программного управления (ключи К\ и /С2

рация целевого продукта Е  нарастает. 
Концентрация промежуточных продуктов 
сначала нарастает, а затем падает. Коэф
фициент 2 на последней стадии — стехио
метрический коэффициент, учитывает мо- 
лярность ступени.

В соответствии с законом действия 
масс, примененным к каждой ступени ре-

Рис. 13.1.

Са (() = — kxCA (/), С а (0) = Сло»
С в (0) = 0;
Сс ( 0) =  0; (13.2)

Св (t) = кгСл (t) — к2Св  (t), 
Сс (/) =  К С В (0  -  h Сс (/). 

Co{t) =  Сс (t ) — k^Cp (t )t 

CE (t) = 2k £ D (t)9

CD (0) =  0; 

CE( 0) = 0 .

рым уравнением системы (13.2) переменная Св(0> которая по-



в верхнем положении). Схема программного управления прервет 
воспроизведение решения в тот момент, когда переменная С в(/) 
проходит через нуль, после чего на выходе интегратора 2 можно 
зафиксировать значения максимума Св(/), а на выходе интегра
тора 6 — момент времени, соответствующий максимуму. Анало
гично можно определить экстремумы концентраций других про
межуточных продуктов.

§ 1] РЕАКЦИИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 243

Рис. 13.2.

3. Необратимая параллельная реакция первого порядка про
текает согласно схеме

а /
\
кш\ с

Исходный продукт в результате реакции превращается в целевой 
и побочный продукт С. Кинетика реакции описывается уровне - 
ниями

С a  (t) =  — (kx -j- k2) С a  (/)» С A  (0) =  СаОу

CB (t) =  k lCA (t), С в (0) =  0,

Сс (/) =  кгСА (/), Сс (0) =  0.
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С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, воспроизводящая решение 
этой системы уравнений, показана на рис. 13.3, а).

4. Обратимая реакция первого порядка протекает в соответ-. k
ствии со схемой которой соответствует система диффе-

ренциальных.  уравнений  кинетики

С а (/) =  — k\Са (t ) +  k2 С в (t),

СА (0) =  С АО,

Св (t) =  кгСд (t) — k2 С в (t)t 
С в  (0 )=  0.

С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, воспроизводящая решение 
этой системы, показана на рис. 13.3, б).

A ~ Z ^ B  
к* '

6)

Рис. 13.3.

Д ля других более разветвленных схем химических реакций 
первого порядка дифференциальные уравнения кинетики состав
ляются в соответствии с законом действия масс так же, как это 
было изложено здесь.

§ 2. Сложные реакции

Перейдем теперь к рассмотрению сложных реакций, для ко
торых характерно участие двух исходных продуктов в реакции. 
В математическом же отношении этим сложным реакциям соот
ветствуют нелинейные дифференциальные уравнения кинетики, 
которые, как правило, не имеют аналитического решения.
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5. Реакция протекает по схеме А +  В ДС. В соответствии 
с законом действия масс д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е 
н и я  кинетики будут

CA ( t ) =  - k C A ( t ) C B (t), 

С в (0 =  — kCA (/) Св  (/), 

Сс (/) =  kCA (t) С в  (/),

СА (0) =  САо; 

С в  (0) =  Сдо*, 

Сс (0) =  0.

(13.3)

Это — система нелинейных дифференциальных уравнений с н а 
чальными условиями. Структурная схема АВМ, реализующая ре
шение системы, представлена на рис. 13.4, а).  В схеме имеется

Рис. 13.4.

блок перемножения для образования правых частей системы 

(13-3)<
6. Реакция протекает по схеме A + B - * C - * D .  Эта реак

ция отличается наличием промежуточного продукта С. Диффе
ренциальные уравнения  кинетики будут:

СА (t ) *■= — k xCA (t) С в (/), СА (0) =  СА о,
Св (t) х  — kxCA (/) Св (t)f Св (0) =  Сво,
Сс (t) =  КСА (t) С в (/) -  k2Cc (/), Сс (0) =  0, 

C'D(£ ) !* k 2Cc (t), CD (0) =  0.

(13.4)

С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, соответствующая этой си
стеме, показана на рис. 13.4, б )♦
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-h,CA(t)Cg(t)
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Л I Р \  г*
7. Реакция протекает по схеме ^  ь Здесь А и В —•

C +  B +  D.
исходные продукты, С —  промежуточный продукт, a D — целевой 
продукт реакции. С и с т е м а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в 
н е н  и й кинетики будет:

С  а ( / )  — —  к \ С л  ( t ) С в  ( t ) , С а  (0 ) =  С ао;

с  В (t) =  -  К С  a  (t) С в (0 -  К С  в (t) Сс (/), Qb (0) =  с * 0;

Сс (/) =  К С  A (t) с  в (t) -  К С  в (t) Сс (/), Сс (0) =  0;

Cd(0 =  К С  в (/) Сс (/), CD (0) =  0.._

С т р у к т у р н а я  с х е м а  представлена на рис. 13.5.
8. Обратимая реакция протекает по схеме A +  B ^ tC  4- D,

л.
которой соответствует система дифференциальных уравнений 
кинетики

С л (0 -  -  /^Сл (/) Ся (/) +  К С  с (t) CD (t); С а (0) -  САо\

С в (/) = -  /чСл (/) С в (t) +  КС с (t) CD (/); Св (0) =  С во]
Cc(t) =  k1CA {t)CB ( t ) - k iCc(t)CB(ty, Сс (0) =  0; *

CD(t) = (/) С в (/) -  fe2Cc (/) CD (/); С0 (0) =  0.
С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ показана на рис. 13.6.

§ 3. Контроль функционирования АВМ. Масштабирование

При исследовании на АВМ кинетики химических реакций 
контроль правильности функционирования АВМ удобно прово
дить по методу избыточной переменной (§ 4 гл. 4). Покажем на 
примере реакции 6 методику организации такого контроля. В ка 
честве контрольного соотношения возьмем следующую сумму:

У (/) +  2 С a  (t) -f  2 С в (/) +  Сс (/) +  Со (t) =  0,

где y{ t)  — избыточная переменная, для воспроизведения которой 
(§ 4 гл. 4) необходимо найти определяющее дифференциальное 
уравнение. Д ля этого продифференцируем контрольное соотно
шение по аргументу t:

yr (t) +  уСл (t) --г ~2 С в (0 +  Сс (t) +  Со {t) = 0

и подставим в полученное выражение производные Сл (t), Св (/), 
^ с ( 0 »  Со (t) в соответствии с дифференциальными уравнениями
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кинетики (13.4). После подстановки получаем определяющее 
дифференциальное уравнение для переменной y ( t ) :

У' (t ) =  О, y ( 0 ) =  - L  Cao - \ с в о.

Такое, несколько неожиданное, дифференциальное уравнение 
имеет простой химический смысл, связанный с законом сохране
ния вещества. Сама же избыточная переменная оказывается
константой, равной y( t )  = — 2" (С А0+ С в0) = c o n s t .

Таким образом, контроль функционирования АВМ при вос
произведении системы дифференциальных уравнений (13.4) 
можно, проводить с помощью простого контрольного соотно
шения

[Сл(0 -  Сло] +  у  [Св (*) -  Сво] +  Сс (t ) +  Со U) =  0,

которое реализуется на АВМ одновременно с системой (13.4)*
В АВМ математические переменные с помощью масштабов 

изображаются в виде электрических напряжений — машинных 
переменных. Расчет масштабов может быть выполнен, когда из
вестны максимальные значения математических переменных. 
В ^ а д а ч а х  химической кинетики роль зависимых математических 
п лем ен н ы х  играют меняющиеся во времени концентрации ве
ществ. При этом по самому смыслу исследуемой химической ре
акции часто легко оцениваются максимальные границы измене
ния концентраций веществ.

В качестве примера проведем масштабирование концентра
ций для реакции 6, считая, что все значения заданы в согласо
ванных единицах изменения Сд ( 0 ) = С АО, CB( 0 ) = C BO, ku  £2, при 
этом пусть САо > С в0. Масштабированию должны быть подверг
нуты переменные СА(/), Св (/), Cc (t) и CB(t).  Д ля этого необхо
димо определить максимальные значения концентраций всех 
продуктов. Исходя из схемы реакции, в которой все стехиометри
ческие коэффициенты равны единице, можно утверждать, что 
максимальная концентрация Сс (/) промежуточного продукта С 
и концентрация CD(t) конечного продукта D не могут быть боль
ше Сво и тем более не могут быть больше СА0. Д ля удобства 
сравнения данных масштаб m представления концентраций

100
удобно взять одинаковым для всех веществ т  =  ■£—-.

К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  АВМ МН-7, соответствую
щая кинетике реакции 6, представлена на рис. 13.7. Схема по то
пологии отличается от структурной схемы рис. 13.4, б), что объ
ясняется особенностями включения блока перемножения машины 
МН-7. Кроме того, в коммутационной схеме введен сумматор 9, 
вырабатывающий электрическое напряжение, соответствующее
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переменной Cc(t).  В момент перехода этой переменной через 
нуль схема программного управления (ключ К  в нижнем поло
жении) остановит АВМ и можно будет зафиксировать макси
мальное значение концентрации промежуточного продукта 0 . 
При этом интегратор 16, который используется как измеритель 
времени (/з =  0), зафиксирует время /*, соответствующее макси
муму концентрации промежуточного продукта С. При верхнем 
положении ключа К интегратор 16 и схема программного управ
ления дают возможность прерывать процесс решения в любой 
заранее заданный момент времени t3. Величина i$ задается в ви
де начального условия интегратора 16.

Согласование масштабов вызвано использованием блока пе
ремножения, который из-за существования схемного мас
штаба 0,01 требует согласованного подбора коэффициентов пере
дачи Рз, а 3, as. Найдем необходимое математическое соотноше
ние, связывающее эти неизвестные пока коэффициенты. Ж е л а я  
получить на выходе интегратора 5 переменную — m C A(t), необ
ходимо на вход интегратора подать производную от нее, т. е. 
тСд (0  или, что то же самое (см. уравнения (13.4)), перемен* 
ную — m k xCA(t )C B(t).

С другой стороны, эту же самую переменную, поступаю
щую на вход интегратора 5, можно записать через выходную 
переменную блока перемножения и неизвестные коэффициенты
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передачи (53, аз, as в виде равенства 
т 2
НЮ ^  ^ ^  ^  Рза за 5 ^  м к \ С а (() С в  (t)>

которое после преобразования дает
п 100 • k x и п
Рза за 5 — “  — ^ С а О»

Таким образом, коэффициенты передачи выразились через ис
ходные параметры решаемой задачи. Д ля  определенности возь
мем £ i = l ;  k 2= 0 t5; САо = 4; Св0= 3 .  Тогда a 3asP 3= 4 . Коэффици
енты целесообразно выбрать такими: j}3 =  0,4; a 3= l ;  a s = 1 0 .

§ 4. Задачи

По заданной схеме реакции составить ее дифференциальные уравнения ки
нетики, построить структурные и коммутационные схемы АВМ, разработать 
схему контроля АВМ.

Воспроизвести решения уравнений кинетики на АВМ. Изменить масштаб 
времени воспроизведения таким образом, чтобы в АВМ процессы устанавлива
лись за 15—20 секунд. Отснять значения концентрации всех продуктов с шагом 
в одну секунду машинного времени (т. е. 15—20 точек).

Разрывая связи на коммутационной панели АВМ, убедиться в эффективно
сти контроля.

Для промежуточных продуктов реакции с помощью схемы программного 
управления определить момент времени и величину максимальной концентрации.

С экрана ИЭЛ зарисовать кривые типа С =  ср(С*), где С *— концентрация 
конечного продукта, С — концентрация исходного или промежуточного 
продуктов:

1) А  ^  2С, СА (0) =  4;

2) А +  В ^  C°-J D, СА (0) =  4, С в (0) =  3;

3) А В ™  3С, СА (0) =  5;

4) А +  В ^  С ^  2D, СА (0) =  2, Св (0) =  5;

0 .3 /°
Б)

0,|4V i 5 3C. (0) =  5;

6) Л +  С Л  0) =  4, С о (0) =  5;
\0.2\

ч£

7) Л ^ В ^ С ^ £ > ^ 3 £ ,  СА (0) =  10.

Числовые значения копсгант скоростей реакций и начальные концентрации 
исходных продуктов даны в согласованной системе единиц измерения.
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ИССЛЕДОВАНИЕ КИНЕМАТИКИ 
КРИВОШИПНО-ШАТУННОГО МЕХАНИЗМА

§ 1. Основные понятия кинематики механизмов

В теории механизмов и машин под механизмом понимают 
искусственное сочетание материальных тел, обладающее опреде
ленностью движения. Основные назначения механизма — вос
произведение заданного движения, передача движения или его 
преобразование. Под определенным движением вообще понима
ют движение по заданной траектории в определенном направле
нии с известными в каждый момент времени скоростями и уско
рениями.

Механизм состоит из отдельных взаимосвязанных ча
стей, называемых звеньями. Звенья различают трех типов: 
1) неподвижное звено — станина; 2) подвижное звено — веду
щее; 3) подвижное звено — ведомое.

Если движение звеньев механизма происходит в одной пло
скости, то механизм называют плоским. Число ведущих звеньев 
механизма называют числом степеней свободы механизма отно
сительно станины.

Провести кинематический анализ м ех ан изм а— это значит по 
заданной кинематической схеме механизма найти и исследовать 
функции, описывающие перемещения, скорости и ускорения от
дельных точек механизма при известном законе движения веду
щих звеньев. Аналитическое исследование кинематики часто на
талкивается на математические трудности. Так, аналитический 
вид траекторий некоторых точек простейших механизмов с одной 
степенью свободы представляется алгебраическими уравнениями 
не ниже 4-й степени. Поэтому в теории механизмов и машин по
лучили широкое распространение различного рода графические 
методы анализа кинематики. Эти методы трудоемки.

Ниже мы рассмотрим некоторые вопросы исследования кине
матики механизмов с использованием аналоговых вычислитель
ных маш*н, на примере анализа кривошипно-шатунного меха
низма с ползуном. Основная идея использования здесь АВМ со
стоит в том, что отыскиваются определяющие дифференциаль
ные уравнения, решениями которых являются функции, подле
ж ащ ие анализу.
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Кинематическая схема механизма представлена на рис. 14.1, а ) .  
Звено ОА называют кривошипом — это ведущее звено; ведомое 
звено А В  — шатун; ведомое звено В — ползун (или цапфа). С та
н и н а — неподвижное звено — в этом механизме образована на
правляющей, по которой скользит ползун. Кроме того, к станине 
относится шарнирная точка О — точка крепления кривошипа.

Ц  и э л

у

S)
Рис. 14.1.

Отнесем механизм к прямоугольной системе координат, в ко
торой ось х  совпадает с линией движения шарнирной точки В 
ползуна, а ось у  проходит через неподвижную шарнирную точку 
О кривошипа. Мгновенное положение кривошипа условимся 
определять углом t , который кривошип составляет с положитель
ным направлением оси х. Пусть длина кривошипа г, а длина ш а
туна /. Выберем на линии АВ  шатуна произвольную точку С на 
расстоянии а от шарнира А и на расстоянии Ь =  1— а от В. Н а 
ша задача исследовать зависимости x c (t),  y c {t), x c { t )y r/c (0> 
Xc(t)> ijc(t) с помощью ABM.

§ 2. Составление программы для АВМ

Найдем необходимые дифференциальные уравнения, для чего 
рассмотрим рис. 14.1, а ) ,  из которого имеем:

x c ( t ) = r  cos ( t ) + a  cos ф; y c (t) = b  sin (14.1)

Д алее  из рисунка следует г sin t =  l sin ф, отсюда s in \ | )= X s in />
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где Х=г/1.  И следовательно, cos =  У1— № sin2 1. Величина cos ф 
приближенно может быть представлена рядом

cos у р = А о + А 2 cos 2/—А 4 c o s  4/ + Л 6 cos 6/ —. . ( 1 4 . 2 )

где

А2 =* 4 +  64 +  5Т2 ^  +  * * *»

*• = +

Ас =  5J2 +

Из последних выражений видно, что для Х < 1  ряд (14.2) сходит
ся. В дальнейшем ограничимся усеченным рядом с точностью до 
члена четвертого порядка. Подставляя найденные значения sin ф 
и cos ф в (14.1), получим для координат точки С

x c =  r cos t + a [ A 0+ A 2 cos 21—A 4 cos 4 /],  
y c =  bX sin t.

Обозначив через г ( / )  = а Л 4 cos 4/, последовательным дифферен
цированием x c (t),  y c {t) и z ( t )  получаем с и с т е м у  д и ф ф е 
р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  с начальными условиями, опи
сывающих кинематику механизма

Хс (t) =  — 4л'с (/) +  3 -  ус (0  +  4а А 0 +  12г (<),

х  (0) =  г +  а 9 х  (0) =  0;

Vc(t) =  - y c ( t ) ,  У(0) =  0, у(0) =  М; (143>

г ( 0 --------16г (/). г (0) =  а А 4 =  £  г(0) =  0.

Реализация этой системы линейных дифференциальных уравне* 
ний на АВМ требует шести интеграторов.

С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ приведена на рис. 14.1, б)* 
На схеме ИЭЛ подключен таким образом, что по входу 51 вос
производит траекторию движения точки y c =  f \ ( x c), а по входу 
62 — фазовую траекторию точки ic  =  M * c ) . Д ля  малых К схема 
может быть существенно упрощена за счет ликвидации той части 
схемы, которая воспроизводит функцию 122, так как значение 
этой функции составляет малую величину.
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Расчет масштабов представления исходных переменных >с, 
У, У у У > i  приведен в табл. 1. При этом для удобстза

Т а б л и ц а  I

П е р е м е н н а я
М а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  

п е р е м е н н о й В е л и ч и н а  м а с ш т а б е
О б о з н а ч е н и е

м а с ш т а б а

У г +  а 100
г + а

т0

100
пц

Ху У ' + " 1 ¥ + - Т 5 1‘ ]
. .  . .

' + « l i ’ + V ]
100

х, у m-i

127 V
16-100
З-а/Л тгО

12*7 — al*
4

4-100 
3 • аХ4 гnz\

сравнения данных, получаемых с АВМ, масштабы переменных 
*0» Ус\ Хс, j)c i Хсу у с взяты попарно одинаковыми.

Рис. 14.2.

К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  в общем виде представлена 
на рис. 14.2. Коэффициенты передачи потенциометров a \ — ai  вы
браны из условий согласования масштабов переменных.



Д ля частного случая Я = 2 /3 ;  т=  1; / = 1 ,5 ;  а =  0,5; 6 = 1 ,0 ;  
расчет масштабов выполнен в табл. 2.

Т а б л и ц а  2*

5 3] ЗАДАЧИ 255

П е р е м е н 

М а к с и м а л ь н о е  з н а ч е 
н и е  п е р е м е н н о й

В е л и ч и н а О б о з н а ч е 
н а я

т о ч н о е
о к р у г л е н 

н о е

м а с ш т а б а н и е

х , у 1,500 2 100/2 =  50 П10
X, */ 1,125 2 100/2 =  50 m l
X, 1/ 1,250 2 100/2 =  50 m2

1 о 3-0,5*16 Л ^Максимальное значение переменной 1 2 г = - щ ^ — « 0 , 0 3  
мало, и эту переменную не будем воспроизводить.

Коммутационная схема для рассматриваемого частного слу
чая представлена на рис. 14.3.

§ 3. Задачи

Для заданных значений (г, а) рассчитать коэффициенты передачи опера
ционных блоков коммутационной схемы рис. 14.2 и исследовать с помощью ABAV 
функции: x ( t ) ,  f ( 0 ,  y ( t ) ,  у ( 0 .  * ( 0 .  $(*), y =  <Pi(-*)> х=<р2(х) ,  * = ф з ( * ) ,  i/ =  
, =  ф 4 ( | / ) ,  y=<Ps(y) , У = < Р в ( х ) ,  у =  ф ! ( х ) .

1) л = 1 ;  Х=0,75; а = 0 ,2 5 ;  4) г = 1 ;  Я = 0 ,2 ;  а = 5 ,0 ;
2) г = 2; Я,= 0 .8 ;  а = 0 ,5 ;  5) г = 2; Я=0,75 ; а = 2 , 0 .
3) л = 3 ;  Я = 0 ,5 ;  а = 4 ,0 ;



Г JJ А В А 15

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОСТЕЙШИХ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§ 1. Основные законы теории электрических цепей

Электрическая цепь представляет собой совокупность про
стейших элементов: резисторов, конденсаторов, индуктивностей. 
Конденсаторы и индуктивности называют реактивными элемен
тами. Эти элементы обладают способностью накапливать энер
гию. Первые — в виде энергии электрического поля, вторые — 
в виде энергии магнитного поля. Поэтому конденсаторы и индук
тивности называют еще энергоемкими элементами. Электриче
ские цепи, содержащие только резисторы, называют безынерци
онными цепями. Электрические процессы в таких цепях описыва
ются алгебраическими уравнениями. Электрические цепи, содер
жащие, кроме резисторов, и реактивные элементы, называют 
инерционными цепями. Электрические процессы в этих цепях 
описываются дифференциальными уравнениями. При этом поря
док дифференциального уравнения не выше числа реактивных 
элементов в цепи.

Электрические цепи принято делить на линейные, нелинейные 
и параметрические в зависимости от свойств простейших элемен
тов. Если все параметры элементов некоторой цепи /?, С, L — 
постоянные величины, то цепь называется линейной. Процессы 
в ней описываются линейными дифференциальными уравнениями 
с постоянными коэффициентами. Если какие-либо параметры 
R t С, L элементов цепи меняются во времени, то электрическую 
цепь называют параметрической. Она описывается линейным 
дифференциальным уравнением с переменными коэффициента
ми. Когда же параметры элементов цепи R t С, L таковы, что их 
значение зависит от токов или напряжений, то такие цепи назы
вают нелинейными.

Процессы в них описываются нелинейными дифференциаль
ными уравнениями. Методика воспроизведения решения диф
ференциальных уравнений на АВМ практически не зависит от 
типа реализуемого дифференциального уравнения. Поэтому 
применение АВМ для исследования электрических цепей имеет 
большое практическое значение.



Исследованию электрической цепи на АВМ предшествует 
этап математического описания электрических процессов, проте
кающих в ней путем составления соответствующих дифференци
альных уравнений. При этом полезны следующие соотношения 
между токами и напряжениями различных элементов, образую
щих электрическую цепь.

1. Л и н е й н ы е  э л е м е н т ы :
а) резистор uR= R i R\

Аа dur C dur
б) конденсатор 1С =  £  =  =  С (15.1)

ч dO d п  r diLв) индуктивность =  — =  -  (Li ) =  L

Здесь uR, ис, иь — соответственно падение напряжения на ре
зисторе R , конденсаторе С и индуктивности L; iR, iCl iL — токи, 
протекающие через эти элементы; q — электрический заряд; Ф — 
магнитный поток; R  — величина сопротивления резистора; С — 
величина емкости конденсатора; L  — величина индуктивности.

2. П а р а м е т р и ч е с к и е  э л е м е н т ы :

а) резистор uR= R { t ) i R\

б) конденсатор ic =  d£  =  j ( [С (t) ис 1 = C ( i ) d~  +  uc (15.2)

в) индуктивность uL =  ^  [L (t ) lL] =  L (0 ^  +  i t

Здесь R ( t ) ,  C( t ) ,  L ( t )  — заданные функции времени.
3. Н е л и н е й н ы е  э л е м е н т ы

а) резистор uR= f ( i R)\

б) конденсатор ic =  ^  [ис -С (цс)1 =
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_  dur  dC d u r
=  d F  +  Uc duQ Ч Г  •

. d<S> dс) индуктивность UL = ~Jt =  ^ [ L ( i l ) lL\ =
(15.3)

— J i dL dl[>
dt  ' L d i L d t  *

Здесь f ( i R), C (u c), L ( i b) — заданные функции своих аргументов.
Вывод дифференциальных уравнений для всей цепи произво

дится на основе законов Кирхгофа.
П е р в ы й  з а к о н :  Д ля любого узла любой электрической 

цепи алгебраическая сумма токов равна нулю.
17 А. С. Урмасв
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В т о р о й -  з а к о н :  В любом замкнутом контуре электриче
ской цепи алгебраическая сумма э. д. с. равна алгебраической 
сумме падений напряжений на отдельных элементах цепи.

На рис. 15.1 показана в виде прямоугольника некоторая элек
трическая цепь. Такие цепи называют четырехполюсниками, под

черкивая тем самым в названии нали- 
—* чие у электрической цепи двух входных
и-вых® и двух выходных клемм.

0 Задача исследования цепи состоит
в определении выходного напряжения 
Ывых (0  в зависимости от входного uDX(t).  

Выходное напряжение зависит от способа соединения элементов, 
образующих электрическую схему, и числовых значений парамет
ров. Поэтому каждый четырехполюсник можно рассматривать 
как некоторый преобразователь, преобразующий заданную вход
ную функциональную зависимость uax(t) в выходную uBax(t),

§ 2. Линейные цепи

Д ля  электрических схем, представленных на рис. 15.2, соста
вить дифференциальные уравнения, описывающие изменение во 
времени выходного напряжения uBUX( t ) t разработать структурные 
и коммутационные схемы АВМ (МН-7) с целью воспроизведения 
иВых(0- На входах электрических схем действуют напряжения, 
показанные на рис. 15.3. Во всех схемах численные значения 
/?, С, L  считать равными 1 в согласованной системе единиц.

П р и м е р  1. Рассмотрим RC-цепочку, представленную на 
рис. 15.4, а).  Такая цепочка нашла широкое применение в раз
личных электрических устройствах и получила специальное на
звание: интегрирующая R C -цепь.

1) Найдем дифференциальное уравнение, описывающее изме
нение um (t) во времени при заданном входном напряжении 
Ивх(0«По второму закону Кирхгофа имеем следующее равенство:

И вх(0=Ы д(0+И вы х(0 . ( 15*4)

отсюда величина падения напряжения на резисторе R  равна
(0  == ивх (/) Цвых (0  •

Из схемы видно, что через резистор и конденсатор протекает 
один и тот же ток, т. е. iR= i c. В ы раж ая токи через напряжения 
и параметры элементов в соответствии с (15.1) и (15.4), по
лучаем;

И в х  М В Ы Х  ^ м в ы х
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Окончательно для uBblx(t) имеем линейное неоднородное уравне
ние первого порядка:

du*bix =  /
RC {Uвdt ИВЫх)* WBbIX (0) — 0. (15.5)

Здесь смысл начального условия нВы х (0 )= 0  в том, что в началь
ный момент времени заряд  конденсатора отсутствует.

2) С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, соответствующая уравне
нию (15.5), представлена на рис. 15.4, б).  Прямоугольник с над
писью uBX(t) изображает некоторую совокупность блоков АВМ, 
воспроизводящих заданную функцию времени uBX(t).

3) При расчете масштабов следует иметь в виду, что макси
мальное значение uBhlx(t) не может превзойти максимального 
значения входного напряжения uBX(t).  Дальнейшее программи
рование АВМ, связанное с разработкой коммутационной схемы, 
выполняется, как обычно.

П р и м е р  2. Рассмотрим RL -ueпочку, представленную на 
рис. 15.5, а).  Эта схема получила название дифференцирующая  
R L -цепь.

UgJtJ

Ч)

Рис. 15.5.

1) Найдем дифференциальное уравнение,  описывающее изме
нение uBblx(t) во времени при произвольном заданном входном 
напряжении wBX(0 -

По второму закону Кирхгофа имеем:

и . х ( 0 = М 0 + и внж(/)'. (15.6)

Ток через резистор и индуктивность протекает один и̂  тот же, 
т. е. i n = i L> Выражая токи через напряжения и параметры эле
ментов в соответствии с (15.1) и (-15.6), получаем:

1 1 г
UR (t) =  J  j  Ывых (/) dt.  (15.7)

Мы получили уравнение для uHbXX(t) в интегральной форме, и что
бы перейти к дифференциальному уравнению, достаточно ра
венство (15.7) один раз продифференцировать по аргументу t . 
Если учесть, что из уравнения (15.6) uBblx(t) —  uBX( t ) —uR( t ) %
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то окончательно получаем систему уравнений
du R {t) D ,

=  Ubx(t) Ur ({)*
Начальное условие отраж ает тот факт, что в начальный момент 
времени через резистор R  не протекает ток.

2) С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, соответствующая системе 
уравнений (15.8), представлена на рис. 15.5, б ) .  Прямоугольник 
с надписью uBX(t) изображает некоторую совокупность блоков 
АВМ, воспроизводящих заданную функцию времени uBX(t).

3) Надобность в расчете масштабов для переменных uR(i), 
иВых(0 по существу отпадает так же, как в примере 1*

§ 3. Параметрические цепи

Д ля  схем рис. 15.2 составить дифференциальные уравнения, 
описывающие изменение во времени выходного напряжения; р а з 
работать структурные и коммутационные схемы АВМ (МН-7) для 
воспроизведения * w ( 0 -  На входах электрических схем действу
ют напряжения, показанные на рис. 15.2. П араметры электриче
ских цепей являются заданными функциями времени /?(/) =
=  /?-Фл(0.  С ( 0 = С - ф с ( 0 .  М О  = £ * ф ь ( 0 >  г д а фя(0  =  1 + 0 , 5 sin ^

фс (0  =  1 + 1 sin 2 t \ , фь (/) =  1 + е х р  (— 0  — безразмерные функции. 
Во всех схемах численные значения постоянных /?, С, L считать 
равными 1 в некоторой согласованной системе единиц.

П р и м е р  3. Рассмотрим параметрическую интегрирующую 
/?С-цепь, представленную на рис. 15.6, а) .

1) Найдем дифференциальное уравнение , которым описыва
ется выходное напряжение этой /?С-цепи. По второму закону 
Кирхгофа мгновенное падение напряжения на переменном рези
сторе будет равно

u „ ( t ) = u „ ( t ) — um x(t).  (15.9)’
Д ля  токов, протекающих через резистор и конденсатор, справед
ливо равенство iR= i c. Подставляя вместо токов их выражения 
через напряжение с учетом (15.2) и (15.9), получаем:

ивх ^вых d [иВЬ1Х С (/)]
R ( t )  ~  dt

Обозначив через q (t) =  ивыхС (t) мгновенное значение количества 
электричества в конденсаторе, получаем систему уравнений, опи
сывающих изменение uBblx(t) во времени:

Ивх (/) ^вых (/) R  (/) "jj =  0, q (0) =  0; 

f l ( t ) - u m { t ) C ( t ) = 0 .

и л (0 )= 0 ,  (15.8)

(15.10}]
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Оба уравнения представлены в неявной форме: первое — диффе
ренциальное относительно производной dq/dt,  второе — алгебраи
ческое относительно переменной uBlIX(t).  Воспользовавшись (см. 
§ 4 гл. 5) методом неявных функций, переходим от уравнений 
,(15.10) к уравнениям, легко реализуемым на АВМ:

Й  =  К  k ,  -  t w  -  R  (i) § 1 ,  q' (0) =  0 , q  (0 )= 0 ;
L J (15.11)

— =  К  [q (t ) — иВых С (/)], иВых (0) =  0»

где К  — коэффициент усиления ОУ.

_J( ty  
"— су - 1—

и!хШ 4  СО)

d)

И \иех It ) -  ueiJ t ) - W )  q !tj\

6)
Рис. 15.6.

К
2) С т р у к т у р н а я  с х е м а  АВМ, воспроизводящая реше

ние системы (15.11), представлена на рис. 15.6, б. Н а схеме пря
моугольниками с надписями R { t ) ,  C ( t ) ,  —ua (t) показаны блок- 
схемы АВМ, воспроизводящие эти заданные функции времени.
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§ 4. Нелинейные цепи

Д ля электрических схем, представленных на рис. 15.2, соста
вить дифференциальные уравнения, описывающие изменение во 
времени выходного напряжения; разработать структурные и ком
мутационные схемы АВМ (МН-7) для воспроизведения нвых(/). 
Один из параметров цепи R  или С — нелинейный и .задается  
в виде функции iR= a y \ ( u R): y \ { u R) = u R—0t5u%; th uR\ sh uR или 
С (и) = С ф 2(цс) :ф2(^с) =  1+ 0 ,1нс; 1 + 0 у2и2с, где q>i(uR) и ф 2(нс) — 
безразмерные функции. Предполагается, что численные значения 
постоянных С, a, L равны 1 в некоторой согласованной системе 
единиц. В качестве входных напряжений нвх(/) использовать 
sin 3/; / ехр (— /);  ехр (— t) sin 5/.

Заметим, что исследование нелинейных электрических цепей 
на АВМ, вообще говоря, требует применения нелинейных функ
циональных преобразователей, однако в ряде случаев можно 
(§ 2 гл. 8) обойтись лишь блоками перемножения.

П р и м е р  4. Пусть в /?С-цепи рис. 15.4,а) емкость С конден
сатора постоянна, а ток, протекающий через резистор, является 
функцией от приложенного напряжения i = a s h u .  Найдем диф
ференциальное уравнение, описывающее изменение во времени 
нВы*(0- Ток, протекающий через резистор, равен iR= a s h  (иьх—

dwBbI*
— иВыХ). Ток, протекающий через конденсатор, . Так
как iR= i c, имеем следующее нелинейное дифференциальное 
уравнение

dun„ T a  e 
^  =  С [Ивх ИВых]*

Последнее уравнение с помощью введения вспомогательных 
функций Zi(t)  = c h  [нвх— ивых], z 2(t) =  sh[wBX— иВЬ1Х] приводится 
к системе дифференциальных уравнений

^1 ( / )  =  ( 0  [нвх ИВых]»

( 0  =  1̂ ( / )  [ивх ИВых] •

Ивых ( / )  ^  ~jrT ( / ) •

Реализовать решение этой системы на АВМ не представляет 
труда. Остальные задачи рис. 15.2 решаются аналогично рас-} 
смотренному примеру.
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РЕШЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ ИГР ПОРЯДКА 2Х т

§ 1. Основные понятия теории игр

При'решении ряда практических задач, связанных с экономи
кой, организацией и управлением производства, а также с воен
ным делом, приходится исследовать так называемые конфликт
ные ситуации. В конфликтных ситуациях сталкиваются интере
сы двух и более враждующих сторон. Математическая теория 
анализа конфликтных ситуаций возникла сравнительно недавно. 
Она получила название теории игр. Цель теории — определение 
законов оптимального поведения противников в конфликтных си
туациях. В теории игр исследуется простейшая конфликтная си
туация, называемая игрой. Отличие этой конфликтной ситуации 
от других — в том, что игра ведется по строго определенным 
правилам.

Д ва  игрока А и В играют в игру. За  игрой наблюдает арбитр. 
У первого игрока имеется М ходов, а у второго N. Такую игру 
называют прямоугольной игрой порядка M \ N .  Если А делает 
некоторый i-й ход из возможных М, а В делает /-й ход из воз
можных N,  то А получает в качестве выигрыша а В получа
е т — ац. Д ля  всех возможных i и / выигрыш игрока А можно све
сти в некоторую таблицу, которую называют платежной мат
рицей:

A = [ a i}]\ i =  1, 2, . . . ,  М\  / =  1, 2, . . . ,  N.

Элементы этой матрицы называют платежами.  Они определяют 
выигрыш игрока А и могут быть как положительными, так и о т 
рицательными числами. Если для некоторых ij величина а ^ > О, 
то игрок А действительно выиграл. Если же 0, то игрок А 
проиграл эту сумму игроку В.

В теории игр принято называть каждый из возможных ходов 
каждого игрока стратегией или чистой стратегией. Игроки дела
ют свои ходы одновременно и потому не знают о выбранном ходе 
противника. Арбитр в соответствии с платежной матрицей опре
деляет после каждого хода сумму, подлежащую выплате. Игро
ки, играя, делают ход зд ходом. Каждый игрок старается так по
строить свою последовательность ходов, чтобы противник в сред
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нем за всю игру не сумел извлечь выгоду из его стратегий. В об
щем случае для этого каждому необходимо чередовать свои 
стратегии с помощью некоторого случайного процесса. Такие 
чередуемые с некоторой частотой чистые стратегии называют 
смешанными.

Пусть — вероятность того, что А сделает i-й ход, а — ве
роятность того, что В сделает /-й ход. Тогда средний выигрыш, 
получаемый за игру игроком Л, равен

N  М

f  (*. у) =  2  2  ацхшь  (16.1)
/ = 1  i = i

М  N

При этом, конечно, 2 ^  =  1, 2  */;=!• Некоторые стратегии
i = i  / = 1

оказывается нецелесообразно использовать, и вероятность их 
применения будет равна нулю. Те стратегии, использовать кото
рые целесообразно, называют активными стратегиями.

Игрок Л, желая максимально выиграть в среднем за  всю иг
ру, может рассуждать так: «Предположим, В  знает мой выбор, 
тогда Он должен выбрать ул так, чтобы минимизировать мой вы
игрыш, т. е. /(* , у).  В таком случае я выберу х { так, чтобы мак
симизировать выигрыш». Средний выигрыш игрока Л будет:

и а =  max min f  (х, у ). (16.2)
* у

Рассуждая аналогично, игрок В проиграет не больше, чем
vB =-- min max /  (х, у). (16.3)

У X

В теории игр доказывается так называемая теорема о минимак- 
се, согласно которой vA =  v B. Если х  и у  выбраны в соответствии 
с (16.2) и (16.3), то говорят, что игроки используют оптимально 
смешанные стратегии. Величина vA называется ценой игры .

П латежная матрица может оказаться такой, что один из эле
ментов матрицы, будучи наибольшим из минимумов строк, ока
зывается наименьшими из максимумов столбцов. Игры подобно
го типа называют играми с седловой точкой. В этом случае игроки 
дотжны придерживаться чистых стратегий, которые пересека
ются в седловой точке. Существование седловой точки в игре — 
случай исключительный, однако его во5можность надо иметь 
в виду.

Если г А =  0, игру называют справедливой. Играя оптимально 
в справедливую игру достаточно долго, игроки за всю игру в це
лом не проигрывают и не выигрывают. Если аАф 0, то игру на
зывают несправедливой.

Если при игре игрок А не будет придерживаться оптим алм 
пых смешанных стратегий, а игрок В  будет играть оптимально,



тр вы и гры ш  и г р о к а  А  в с р е д н е м  б у д е т  м ен ь ш е,  чем  д а е т  вы ра-  
я Ы нце ( 16.2).

О п т и м а л ь н ы е  с м е ш а н н ы е  ст р а тег и и  о п р е д е л я ю т с я  э л е м е н т а 
м и  п л а т е ж н о й  м а т р и ц ы  [ а « ] .  П р и  и зм е н е н и и  п л а т е ж е й  a ijy в о о б 
щ е  г ов о р я ,  и з м е н я т с я  и о п т и м а л ь н ы е  с м е ш а н н ы е  ст р атег и и .  О д 
н а к о  на с п о с о б  в е д е н и я  игры не о к а з ы в а е т  вл и я н и я  и з м е н е н и е  
в с е х  п л а т е ж е й  на  н е к о т о р у ю  п о с т о я н н у ю  в ел и ч и н у  или у м н о ж е 
н и е  всех  п л а т е ж е й  на  н е к о т о р о е  п о л о ж и т е л ь н о е  число. Т а к и е  
и з м е н е н и я  з а т р а г и в а ю т  л и ш ь  ц е н у  игры , а не  с п о с о б  в е д ен и я  
ИГры. Р а с с м о т р и м  э т о  с в о й ст в о  игры  п о д р о б н е е .

П у с т ь  и гр а  х а р а к т е р и з о в а л а с ь  п л а т е ж н о й  м а т р и ц е й

[#ij] , £ = 1 ,  2, а / = 1 ,  2, • •., N .

Ц е н а  игры, р а в н а я  с р е д н е м у  вы и гр ы ш у и г р ок а  А,  б у д ет :
N М

Va “= ш а х  min 2  2  cLijXitfn
х у  / = 1  { = 1  у

И з м е н и м  т е п е р ь  величины  в с е х  п л а т е ж е й  на н е к о т о р у ю  в е л и ч и 
н у  Ь,  т. е. д л я  новой  игры а ^ = а ц + Ь .  Т о г д а  ц ен а  новой  игры

N М

V a  *= max min 2  2  (<**/ +  ь )  ъ у ,  =* у /= 1 .=1
[ N М N М

ь  2  2  Х1У1 +  2 2  ai jXiy,
1=1 i= 1 /=i ,=i

W м
*= 6 +  max min 2  2  =  6 +  «л-

X // / =  1 1 =  1

Д и а л о г и ч н о ,  е сл и  т е п ер ь  п л а т е ж и  новой  игры б у д у т  d i j = X a ij9 

 ̂ Йхе Я > 0 ,  то  ц ен а  игры
N М N М

v A  ■= max min 2  2  =  A, max min 2  2  а*/*#/ =  Aim-
ж у  1 = 1  M  x  у  / = 1  i m l

П о д  р е ш е н и е м  игры п о р я д к а  M X N  п о н и м а ю т  о п р е д е л е н и е  
о р т и м а л ь н ы х  с м е ш а н н ы х  ст р а теги й  и цены игры. Е сл и  игра не  
и м еет  с е д л о в о й  точки, о б ы ч н о  п ы т аю т ся  п о н и зи т ь  п о р я д о к  игры  
И Л И  о т ы ск ать  т а к у ю  к в а д р а т н у ю  игру М у ^ М  ( M < N ) ,  в кото ро й  
в се  ст р а т е г и и  активны е.

П р а к т и ч е с к о е  и с п о л ь з о в а н и е  т еор и и  игр част о  н а т а л к и в а е т с я  
на т р у д н о с т и  при о п р е д е л е н и и  д о с т а т о ч н о  точны х и н а д е ж н ы х  
чи сл ов ы х  п а р а м е т р о в  з а д а ч и  —  п л а т е ж е й  а ц. О ч ен ь  в а ж н о  п о 
эт о м у  и с о л а д о в а т ь  п о в е д е н и е  р е ш е н и я  и гр ово й  з а д а ч и  при и з м е 
нении величин н ек о т о р ы х  п л а т е ж е й  а#, В  о б щ е м  в и д е  эт а  п р о б 
л е м а  не и зу ч е н а ,  о д н а к о  ап р и о р и  м о ж н о  у т в е р ж д а т ь ,  что т а к о е  

‘и з м е н е н и е  п о в л и я ет  как  на ц е н у  игры, т а к  и на  с п о с о б  ее  в е д е 
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ния. О с о б е н н о  в а ж н о  б ы в а е т  п р о а н а л и з и р о в а т ь  « ч у в с т в и т е л ь 
но ст ь»  а ктивн ы х с т р а т ег и й  к в а р и а ц и и  их п л а т е ж е й  и о п р е д е 
л и ть  те м а к с и м а л ь н ы е  к р и т и ч еск и е  з н а ч е н и я  п л а т е ж е й  а к т и в 
ных с т р а т ег и й ,  при к о т ор ы х  п р о и с х о д и т  с м е н а  а к ти вн ы х  
с т р а т ег и й .

§ 2. Игры порядка 2у^т  и их решение на АВМ

И г р а  2 X 2  —  с а м а я  п р о с т а я  игр а . В  р е з у л ь т а т е  р е ш е н и я  о к а 
з ы в а е т с я ,  что о п т и м а л ь н ы е  ст р а т е г и и  в т а к о й  и гр е  л и б о  чи ст ы е  
(в эт о м  с л у ч а е  и гр а  и м е е т  с е д л о в у ю  т о ч к у ) ,  л и б о  с м е ш а н н ы е .  
^  г*2 __т(гп— 1)
Р е ш е н и е  игры 2 У^т  м о ж е т  бы ть с в е д е н о  к р е ш е н и ю  ------ —

игр типа 2 X 2 .  А н а л и з  эт и х  игр д а ж е  д л я  н е б о л ь ш о г о  т  ( ш ^ Ю )  
б ы в а е т  в есь м а  у т о м и т ел ь н ы м . И с п о л ь з о в а н и е  ж е  А В М  п о з в о л я е т  
д о с т а т о ч н о  п р о ст о  и б ы с т р о  р е ш а т ь  т а к и е  игры.

Р а с с м о т р и м  с ут ь  м е т о д а  на п р о с т о м  ч и сл о в о м  п р и м е р е ,  и з л о 
ж и в  с н а ч а л а  его  г е о м е т р и ч е с к у ю  и н т е р п р е т а ц и ю .

И г р а  з а д а н а  п л а т е ж н о й  м а т р и ц е й
I п ш

1 2 з  12

2 8  5  I ’

А р а б с к и м и  ц и ф р а м и  1, 2 п о м еч ен ы  чи сты е с т р а т е г и и  и гр ок а  А.  
Р и м с к и м и  ц и ф р а м и  I, II, III от м е ч ен ы  чисты е с т р а т е г и и  его  п р о 
т ивни ка  В.  П у с т ь  игр ок  А  п р и м е н я е т  с м е ш а н н ы е  с т р а т ег и и  х  
и 1— х.  И н а ч е  го в о р я ,  х  —  э т о  в е р о я т н о с т ь  и с п о л ь з о в а н и я  с т р а т е 
гии 1 и гр о к ом  А ,  а 1—  х  —  с о о т в е т с т в у ю щ а я  в ер о я т н о с т ь  д л я  
с т р а т е г и и  2.

Е сл и  игрок  В  п р и м е н я е т  ч и ст у ю  с т р а т е г и ю  I, то  о ж и д а е м ы й  
с р е д н и й  п л а т е ж  б у д е т  Zi =  2 x + ( 1 — * ) 8 .  А н а л о г и ч н о ,  есл и  В  
п о л ь зу е т с я  чистой  с т р а т е г и е й  II, 
с р е д н и й  п л а т е ж  б у д е т  z u  =  Зх- \ -  
- j - ( l — х ) 5 .  И  д а л е е ,  д л я  чистой  
ст р а тег и и  III с р е д н и й  п л а т е ж  
z m =  1 2 x - f - ( l — х ) .  У р а в н ен и я  д л я  

Ziit Zui  —  у р а в н е н и я  п р я м ы х  
л иний. П о с т р о и м  эти  п р я м ы е  
на и н т е р в а л е  и зм е н е н и я  х [ 0 ,  1 ] .
Н а  рис. 16.1 ф у н к ц и я  z mln(x)  —
=  m i n { Z i ( x ) ,  Z n ( * ) ,  г ш ( х ) }  о б 
р а з о в а н а  т р ем я  зв ен ь я м и  вы п ук 
л ой  л о м а н о й  ли н и и , в ы д е л е н н о й  
на р и су н к е  б о л е е  ж и р н о ,  чем  
о с т а л ь н ы е  ч асти  Z i ( x ) ,  г п (л;), z u l ( x ) .  О п т и м а л ь н о е  и с п о л ь з о в а 
ние с м е ш а н н ы х  с т р а т ег и й  и г р ок а  А  о п р е д е л я е т с я  в е р о я т н о с т ь ю

Рис. 16.1.
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* * ,  д л я  к о т о р о й  и м е е т  м ест о  м а к с и м у м  вы п ук лой  л о м а н о й  л и 
нии м и н и м у м о в .  И з  р и су н к а  в и дн о ,  что ц ен а  игры о п р е д е л я е т с я  
о р д и н а т о й  точки п е р е сеч ен и я  п р я м ы х  z n , z u u  а о п т и м а л ь н а я  
ст р а т е г и я  —  а б с ц и с с о й  точки п е р ес еч ен и я .  В р а с с м а т р и в а е м о м

57 4
п р и м е р е  ц е н а  игры  v a = j %, а ** =  у 3*

Р е ш е н и е  эт о й  игры на А В М  с в о д и т с я  к с л е д у ю щ е м у .  А В М  
в о с п р о и з в о д и т  ф у н к ц и и  2 i( jc ) ,  z u ( x ) t 2 ш (х )  и в ы д е л я е т  д л я  к а ж 
д о г о  з н а ч е н и я  х  зн а ч е н и я  м и н и м а л ь н о й  из них. П о с к о л ь к у  л о м а 
ная  л и н и я  м и н и м у м о в  г га1п(х )  — в ы п ук л а я ,  то  т ол ь к о  в м о м е н т  
в р ем ен и ,  к о г д а  х = х * ,  п р о и з в о д н а я  г вш\п (х )  и зм е н и т  з н а к  с п о л о 
ж и т е л ь н о г о  з н а ч е н и я  на о т р и ц а т е л ь н о е .  Ф а к т  и зм е н е н и я  зн а к а  
п р о и з в о д н о й  и с п о л ь з у е т с я  д л я  а в т о м а т и ч е с к о г о  п р о г р а м м н о г о  
о с т а н о в а  м а ш и н ы . М а ш и н а  о с т а н о в и т с я  и тем  са м ы м  з а ф и к с и 
р у ю т ся  з н а ч е н и я  х = х *  и г = т а х  z mln( * ) .

С т р у к т у р н а я  с х е м а  А В М  п о к а з а н а  на рис. 16.2. С х е м а  с о д е р 
ж и т  три  и н т е г р а т о р а ,  к от ор ы е в ы р а б а т ы в а ю т  ф у н к ц и и  с р е д н е г о

Рис. 16.2.

П л а т еж а  z l (t)> zu (t), zn i (t) при чисты х с т р а т е г и я х  и гр ока  В . Э ти  
ф у н к ц и и  в о с п р о и з в о д я т с я  с п о м о щ ь ю  о п р е д е л я ю щ и х  д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й

2l'(0  =  - 6 ,  г1( 0 ) = 8 ;  z\\(t) = —2, г „ ( 0 ) = 5 ;

г ш ( 0  =  П, гш (0) =  1.
В  с х е м е  р о л ь  н е з а в и с и м о г о  п е р е м е н н о г о  х  в ы п о л н я ет  м а ш и н н а я  
п е р е м е н н а я  t —  в р ем я .  Е с л и  бы  ч исл о  чисты х ст р а т ег и й  и гр о к а  
б ы л о  бы не три, а т,  то  и зм е н е н и я  ст р у к т у р н о й  сх ем ы  к о с н у л и сь  
бы л и ш ь  ч и сл а  и н т ег р а т о р о в .  В ы х о д ы  и н т е г р а т о р о в  п о с т у п а ю т  
на в х о д ы  сх ем ы  в ы д е л е н и я  м и н и м а л ь н ы х  зн а ч е н и й  п е р ем ен н ы х .  
С х е м а  с о с т о и т  из т р е х  д и о д о в ,  и н в е р т о р а  5  и р е зи с т о р о в ,  с о п р о 
т и в л ен и я  -которы х / ? , « / ? .  Н а  в х о д  с хем ы  ч е р ез  р е зи с т о р  R t 
п о с т у п а е т  в е л и ч и н а  E > z } д л я  / = 1 ,  II ,  III .  Н а  в ы х о д е  с х е м ы
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в ы р а б а т ы в а е т с я  ф ун к ц и я  

— 2 m . n ( 0 = — Imin { z ^ t ) ,  z n ( t ) ,  z u l ( t ) ,  E}  =

= — m in  { Z i ( t ) ,  z n ( t ) ,

Э т а  ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и р у е т с я  по а р г у м е н т у  t  с  п о м о щ ь ю  б л о 
ка д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  б, в ы х о д  к о т о р о г о  д е й с т в у е т  на в х о д  с х е 
мы п р о г р а м м н о г о  о с т а н о в а .  В  м о м е н т  в р ем ен и ,  с о о т в е т с т в у ю щ и й  

с м е н е  з н а к а  п р о и з в о д н о й  2 min( / ) ,  с х е м а  п р о г р а м м н о г о  о с т а н о в а  
п р е р ы в а е т  п р о ц е с с  в о с п р о и з в е д е н и я  ф ун к ц и й .  Н а  в ы х о д е  и н в е р 
т о р а  5  з а ф и к с и р у е т с я  зн а ч е н и е  п е р е м е н н о й ,  р а в н о е  ц е н е  игры  
— v A =  —  m a x  z mln( t * ) f а на в ы х о д е  и н т е г р а т о р а  4 , к отор ы й  в ы п о л 
н я ет  р ол ь  и з м е р и т е л я  в р е м ен и ,  з а ф и к с и р у е т с я  зн а ч е н и е  /* ,  
с о о т в е т с т в у ю щ е е  о п т и м а л ь н о й  ч а ст о т е  п о в т о р ен и я  чистой  
с т р а т е г и и  1.

П р и  п р а к т и ч еск о м  п р о г р а м м и р о в а н и и  А В М  д л я  р е ш е н и я  игр  
п о р я д к а  2 У^ т  нет  н а д о б н о с т и  в н а х о ж д е н и и  ф у н к ц и й  с р е д н е г о  
п л а т е ж а  z ( t )  и их о п р е д е л я ю щ и х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .  
В с е  п р о г р а м м и р о в а н и е ,  в к л ю ч а я  м а с ш т а б и р о в а н и е ,  п р о в о д и т с я  
п у т ем  п р е о б р а з о в а н и я  п л а т е ж н о й  м атрицы . Р а с с м о т р и м  эту  м е 
т о д и к у  на п р и м е р е  игры 2 X 5 .  П у с т ь  д а н а  п л а т е ж н а я  м а т 
р и ц а

Н а  п ер в о м  э т а п е  п р о г р а м м и р о в а н и я  п р о и з в о д я т  м а с ш т а б и р о 
в а н и е  и с х о д н ы х  д а н н ы х .  Д л я  э т о г о  о т ы ск и в а ет ся  в п л а т е ж н о й  
м а т р и ц е  н а и б о л ь ш и й  по а б с о л ю т н о й  в ел и ч и н е  э л е м е н т .  Ч и с л о  7 
о к р у г л я е т с я  в б о л ь ш у ю  с т о р о н у  д о  у д о б н о г о  д л я  р а с ч е т о в  
числ а  10. В е л и ч и н а  м а с ш т а б а  о п р е д е л я е т с я  по о б ы ч н о м у  вы 
р а ж е н и ю

Н а  в т ор ом  э т а п е  п л а т е ж н а я  м а т р и ц а  у м н о ж а е т с я  на в ел и ч и 
ну м а с ш т а б а ,  в р е з у л ь т а т е  чего  о н а  п р е о б р а з у е т с я  в м а т р и ц у

Н а п о м н и м ,  что  при и гр е  с  т ак ой  п л а т е ж н о й  м а т р и ц е й  не м е н я 
ю тся  о п т и м а л ь н ы е  ст р а т е г и и  и с х о д н о й  игры. М е н я е т с я  л и ш ь  цена  
игры, к о т о р а я  у м н о ж а е т с я  на м а с ш т а б  т г. П о э т о м у  о п е р а ц и я  
у м н о ж е н и я  м а т р и ц ы  на м а с ш т а б  д о п у с т и м а ,  так  как  не м ен я ет  
о п т и м а л ь н ы х  с т р атег и й .

Н а  т р ет ь ем  э т а п е  о п р е д е л я ю т с я  н а ч а л ь н ы е  у сл о в и я  и к о э ф ф и 
ц иен ты  п е р е д а ч и  и н т ег р а т о р о в ,  в о с п р о и з в о д я щ и х  с р е д н и е  п л а т е -

—6 — 1 4
7 —2 6 3

[
— 60 — 10 10 40 70'

70 — 20 60 30 — 20:]■
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ж и  при р а зл и ч н ы х  чисты х с т р а т е г и я х  и гр о к а ,  котор ы й и м е е т  пять  
чисты х ст р а тег и й .  Д л я  эт о г о  в ы п и сы в а ет ся  в т ор а я  ст р о к а  п л а 
т е ж н о й  м а т р и ц ы , к о т о р а я  п о л у ч е н а  на в т о р о м  э т а п е ,  а п о д  эт о й  
ст р о к ой  за п и с ы в а ю т с я  р а зн о с т и  м е ж д у  э л е м е н т а м и  н и ж н е й  и 
в е р х н е й  строк . Р а з н о с т и  д е л я т с я  на 100 —  эт о  и б у д у т  коэф ф и*  
ц иенты  п е р е д а ч и  и н т е г р а т о р о в :

Л е г к о  з а м е т и т ь ,  что ст р о к а  (I )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  н а ч а л ь 
ны е усл о в и я  всех  и н т е г р а т о р о в  в м а с ш т а б е  т г. Д а л е е ,  ст р о к а  ( I I )  
есть  зн а ч е н и я  п р о и з в о д н ы х  от  ф у н к ц и и  z ( t ) ,  п р е д с т а в л е н н ы х  
в м а с ш т а б е  т г.

К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  А В М ,  о р и е н т и р о в а н н а я  на  м а ш и н у  
М Н - 7 ,  п о к а з а н а  на рис. 16.3. И н т е г р а т о р ы  5, 6 , 7, 5, 15  и с п о л ь 
з у ю т с я  д л я  в о с п р о и з в е д е н и я  ф у н к ц и й  е Д / ) ,  z 2 ( 0 ,  z 3 (0 >  г 4 (0 >

z 5( t ) .  С х е м а  м о ж е т  р а б о т а т ь  в д в у х  р е ж и м а х  в за в и с и м о с т и  от  
то го ,  с п о м о щ ь ю  16-го или 14-го у с и л и т е л я  о р г а н и з о в а н  п р о 
г р а м м н ы й  о ст а н о в .

В п ер в о м  р е ж и м е ,  к о г д а  о с т а н о в  о р г а н и з о в а н  по у с л о в и ю  
п е р е х о д а  U\^{t)  ч е р е з  нуль , о б е с п е ч и в а е т с я  в т е ч ен и е  о д н о й  с е 
к унды  в о с п р о и з в е д е н и е 'н а  э к р а н е  И Э Л  ф у н к ц и и  rnzz mm ( 0  и п р о 

m2z ( 0) 70 —20 60 30 —20 (I)
тгг'  130 — 10 -f 50 — 10 —90 (II)
а  1,3 0 ,1  0 ,5  . 0,1 0 ,9  (III)

Рис. 10.3.
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и з в о д н о й  от  н ее  во всем  д о п у с т и м о м  д и а п а з о н е  и з м е н е н и я  часто*  
ты п о в т о р е н и я  п ер в о й  с т р а т е г и и  [0 ,  1 ] .

В о  в т о р о м  р е ж и м е  п р о г р а м м н ы й  о с т а н о в  о р г а н и з о в а н  от  у с и 
л и т е л я  14 по  у с л о в и ю  и зм е н е н и я  з н а к а  ф у н к ц и и  z min ( t ) .  В р е м я  
в о с п р о и з в е д е н и я ,  в о о б щ е  гов о р я ,  б у д е т  м ен ь ш е  о д н о й  с е к у н д ы .  
М о м е н т  о с т а н о в а  о п р е д е л я е т с я  п о л о ж е н и е м  м а к с и м у м а  ф унк*  
ции г т1п( / ) ,  котор ы й л е ж и т  г д е -т о  в и н т е р в а л е  З н а ч е 
н и е  t* с о о т в е т с т в у е т  о п т и м а л ь н о й  ч а с т о т е  п о в т о р е н и я  п е р в о й  
с т р а т ег и и .  З н а ч е н и е  /*  п о л у ч а е т с я  на в ы х о д е  и н т е г р а т о р а  16, при  
э т о м  вел и ч и н а  н а ч а л ь н о г о  н а п р я ж е н и я  (н а ч а л ь н о е  у с л о в и е )  э т о 
го и н т е г р а т о р а  д о л ж н а  р а в н я т ь с я  н ул ю .

С л е д у е т  н а п о м н и т ь ,  что с х е м а  п р о г р а м м н о г о  у п р а в л е н и я  п р е 
р ы в а ет  п р о ц е с с  и н т ег р и р о в а н и я  не в м о м е н т  в ы п ол н ен и я  у с л о 
вия, а л и ш ь  сп у с т я  н е к о т о р о е  в р е м я ,  н е о б х о д и м о е  д л я  с р а б а т ы 
ван и я  р е л е й н ы х  ц еп ей  о т к л ю ч е н и я  м аш и н ы . Ч т о б ы  у м ен ь ш и т ь  
в л и я н и е  з а п а з д ы в а н и я  на р е з у л ь т а т  /*  и r n a x z mln( / ) ,  на в х о д ы  
в с е х  и н т е г р а т о р о в  с л е д у е т  п о д а в а т ь  н а п р я ж е н и я  не  100 вол ь т ,  
а 10 вол ь т  с п о м о щ ь ю  с х ем ы , с о с т о я щ е й  из д е л и т е л я  Д  и д в у х  
и н в е р т о р о в  /  и 2.  Т о г д а  в р ем я  в о с п р о и з в е д е н и я  z mln(t )  на А В М  
б у д е т  не о д н а  с е к у н д а ,  а д е с я т ь .  П р и  р а б о т е  на А В М  ц е л е с о о б 
р а з н о  с н а ч а л а  п о н а б л ю д а т ь  и з м е н е н и е  ф у н к ц и и  z mln( / ) ,  о р г а н и 
з о в а в  первы й р е ж и м  р а б о т ы  сх ем ы . З а т е м ,  у ж е  у б е д и в ш и с ь ,  что  
м а к с и м у м  о д и н  и н а х о д и т с я  в и н т е р в а л е  0 < / < 1 ,  о р г а н и з о в а т ь  
вт о р ой  р е ж и м  д л я  н е п о с р е д с т в е н н о г о  р е ш е н и я  игры. П р и ч и н а  
т а к ой  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  в ы зв а н а  с у щ е с т в о в а н и е м  д в у х  с л у ч а е в ,  
к о г д а  с х е м а  п р о г р а м м н о г о  у п р а в л е н и я  м о ж е т  не с р а б о т а т ь .

Рис. 16.4.

П ер в ы й  сл у ч а й  с о о т в е т с т в у е т  и г р е  с  с е д л о в о й  точкой . Т ак ,
Г б 51

и гр а  с п л а т е ж н о й  м а т р и ц е й  2 з и м е е т  с е д л о в у ю  точку,

с о о т в е т с т в у ю щ у ю  п л а т е ж у  5. И з м е н е н и е  z mln( / ) ,  с о о т в е т с т в у ю 
щ е е  эт о й  игр е ,  п о к а з а н о  на рис.  16.4, а ) ,  из к о т о р о г о  в и д н о , что  
r n a x z mln( / )  д о с т и г а е т с я  при /*  =  1, при эт о м  з н а к  п р о и з в о д н о й
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при ( = 1  не  м е н я е т с я ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  о с т а н о в к а  А В М  не п р о -

ный на рис. 16.4, б ) ,  г д е  и м е е т с я  г о р и зо н т а л ь н ы й  у ч а ст о к ,  с о о т 
в ет ст в у ю щ и й  m a x z min ( f ) '  Я с н о ,  что л ю б о е  из  
о б е с п е ч и в а е т  о п т и м а л ь н у ю  ст р а т е г и ю .  М а ш и н а  о с т а н о в и т с я  л и ш ь  
в о д н о й  к р а й н ей  точ к е  э т о г о  д и а п а з о н а  в {\ или t 2 - Э т о т  с л у ч а й ,  
в о о б щ е  го в о р я ,  с л е д у е т  считать  к р и т и ч еск и м . М а л е й ш е е  и з м е н е 
ние  вел ич ины  п л а т е ж е й  чистой с т р а т е г и и ,  с о о т в е т с т в у ю щ е й  с р е д 
н е м у  п л а т е ж у  z 2 ( t ) ,  у с т р а н я е т  в о з н и к ш у ю  н е о п р е д е л е н н о с т ь .

Ниже приведены платежные матрицы игр порядка 2Х ш . Необходимо*
1. Разработать коммутационную схему АВМ, воспроизводящую решение 

игры;
2. Решить игру и сделать ее справедливой;
3. Определить для активных стратегий критическую область о  (а |Л, а2к ) 

изменения значений ее платежей а1к, a2k, при которых стратегия остается ак
тивной, построить эти области сохранения активности стратегии в координатах

и з о й д е т  по у с л о в и ю  и зм е н е н и я  з н а к а  z m\n( t ) .
В т о р о й  сл у ч а й  в о з н и к а е т ,  к о г д а  z m\n(t )  и м е ет  ви д , п о к а з а н -

§ 3. Задачи

2

4

3

5
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§ 1. Дифференциальные уравнения 
плоского изгиба

Б а л к а  н а х о д и т с я  в со с т о я н и и  п л о с к о г о  и з г и б а ,  е с л и  д е й с т в у ю 
щ и е  в н еш н и е  силы  р а с п о л о ж е н ы  в о д н о й  из  гл а в н ы х  п л о с к о с т е й  
и н ер ц и и  б а л к и .  И з г и б  б а л к и  п о д  д е й с т в и е м  с о с р е д о т о ч е н н о й  
н а г р у зк и  Р  с х е м а т и ч н о  п о к а з а н  на рис. 17.1, а)  и б ) .  Т оч к а  О  —  
ц ен тр  т я ж е с т и  се ч ен и я  б а л к и  с а б с ц и с с о й  х  —  в р е з у л ь т а т е  и з г и б а

б а л к и  п е р е м е с т и л а с ь  в т о ч к у  О i. В е л и ч и н а  о т р е з к а  ОО\  н а зь ь  
в а ет с я  п р о г и б о м  б а л к и  в се ч ен и и  х.  П р о г и б  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  
б у к в о й  у.

П р и  д е ф о р м а ц и и  с еч е н и е  б а л к и ,  о с т а в а я с ь  п л о ск и м , ново* 
р а ч и в а е т с я  по о т н о ш е н и ю  к с в о е м у  п е р в о н а ч а л ь н о м у  п о л о ж ен  
н и ю  на н ек о т о р ы й  у г о л  0, н а зы в а е м ы й  у г л о м  п о в о р о т а  балкЙ  
•в сеч ен и й  х »

д .  С. У рмаев

м

Рис. 17.1.
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З а д а ч а  и зу ч ен и я  д е ф о р м а ц и й  б а л к и  с в о д и т с я  к п о л у ч е н и ю  
и и с с л е д о в а н и ю  у р а в н е н и й  y = f ( x )  и 0 =  ф(л:). П е р в о е  из них  
о п и с ы в а е т  и з м е н е н и е  п р о г и б а  в д о л ь  оси  б а л к и  п о д  д е й с т в и е м  
н а г р у зк и .  В т о р о е  о п и с ы в а е т  и з м е н е н и е  у г л о в  п о в о р о т а  сеч ен и й  
б а л к и  по д л и н е  ба л к и .  У р а в н е н и е  y = f ( x )  н а з ы в а ю т  у р а в н е н и е м  
у п р у г о й  л и н и и  б а л к и .  П р и ч и н о й  и з г и б а  я в л я е т ся  и з г и б а ю щ и й  
м о м е н т  М ( х ) ,  з н а ч е н и е  к о т о р о г о  д л я  к а ж д о г о  сеч ен и я  х  о п р е 
д е л я е т с я  ти п ом  н а г р у зк и  и м ест о м  е е  п р и л о ж е н и я  на б а л к е .  Н а  
рис. 17.1, в)  д л я  п р и м е р а  п о к а з а н а  э п ю р а  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  
о т  д е й с т в и я  с о с р е д о т о ч е н н о й  силы  Р .

К р о м е  г е о м е т р и ч е с к и х  ф а к т о р о в  п л о с к о г о  и зг и б а  (п р о г и б о в  
и у г л о в  п о в о р о т о в  с е ч е н и й ) ,  в а ж н ы  си л о в ы е  ф а к то р ы  ( и з г и б а ю 
щ и е  м о м ен т ы  и п о п е р е ч н ы е  с и л ы ) .  П р и  и з г и б е  б а л о к  п о д  д е й 
с т в и ем  р а з л и ч н о г о  р о д а  н а г р у з о к  в о т д е л ь н ы х  с е ч е н и я х  б а л к и  
в о з н и к а ю т  н а и б о л ь ш и е  и з г и б а ю щ и е  м о м ен т ы  и п о п е р еч н ы е  силы .  
Т а к и е  сеч ен и я  о п а сн ы . С них ч а щ е  в сего  н а ч и н а ет ся  р а з р у ш е н и е  
к о н ст р у к ц и й .  Р а с ч е т  б а л о к  на п р оч н о сть  в е д е т с я  и с х о д я  из эт и х  
о п а с н ы х  сечен и й . В ы я в л е н и е  сеч ен и й  с м а к с и м а л ь н ы м и  и з г и б а ю 
щ и м и  м о м е н т а м и  и п о п е р еч н ы м и  с и л а м и  и в ы я в л ен и е  кар тины  
р а с п р е д е л е н и я  п р о г и б о в  и у г л о в  п о в о р о т о в  сечен и й  б а л о к  о с н о 
в а н о  на р еш ен и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  о п и с ы в а ю щ и х  
п л о с к и й  и зг и б .

М

а) 5)

"j— т

q(x)

Рис. 17.2.

1. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  и по
п е р е ч н о й  силы . Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н ен и я  п о п е р еч н о й  силы  
и и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  вы в о дя т ся  пу т ем  р а с с м о т р е н и я  с о с т о я 
ния р а в н о в ес и я  н е к о т о р о г о  б е с к о н е ч н о  м а л о г о  по д л и н е  б а л к и  
э л е м е н т а  d x , н а г р у ж е н н о г о  л и ш ь  р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у зк о й  п л о т 
н о ст ь ю  q { x ) ,  т. е. в п р е д е л а х  э л е м е н т а  d x  не д е й с т в у е т  с о с р е д о 
т о ч е н н а я  сил а  или п а р а  сил (рис .  17.2, а ) ) .

В  сеч ен и и  х  д е й с т в у е т  п о п ер е ч н а я  си л а  S  (р ис .  17.2, б ) ) ,  
В  сеч ен и и  x + d x  п о п е р е ч н а я  с и л а  S \  =  S - \ - d S .  Е сл и  с п р о е к т и 
р о в а т ь  в се  сил ы , д е й с т в у ю щ и е  на э л е м е н т  d x , на о сь  у , то  п о 
л у ч и м  S - \ - q ( x ) d x — ( S - \ - d S ) =  0, о т с ю д а

S ' ( x ) = q ( x ) .  (17.1)
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Э то  зн а ч и т ,  что п р о и з в о д н а я  от  п о п ер е ч н о й  силы  п о  а б с ц и с 
с е  сеч ен и я  р а в н а  п л от н ости  с п л о ш н о й  н а г р у з к и  в т о м  ж е  се ч ен и и .

В  сеч ен и и  х  д е й с т в у е т  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  М . В  с еч ен и и  
x + d x  д е й с т в у е т  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  =  . Е с л и  т е п е р ь
взять  с у м м у  м о м е н т о в  о т н о с и т е л ь н о  точки О, то  п о л у ч и м

M - \ - S d x - \ - q ( x ) d x ^ — ( M + d M ) =  0, о т с ю д а ,  п р е н е б р е г а я  б е с к о 

нечн о м а л ы м и  в т о р о г о  п о р я д к а ,  и м е е м

М '  ( x ) = S ( x )  или M " ( x ) = q ( x ) t (1 7 .2 )

Э т о  зн ач и т ,  что в т о р а я  п р о и з в о д н а я  от  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  
по  а б с ц и с с е  сеч ен и я  р а в н а  п л о т н о ст и  с п л о ш н о й  н а г р у зк и .

У р а в н ен и я  S ( x )  = q ( x ) ,  М " ( х )  =  q ( x )  я в л я ю т с я  д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и  и п о п е р е ч н о й  силы , и и з г и б а ю щ е г о  м о 
м ен т а .  П р и  и н т ег р и р о в а н и и  эт и х  у р а в н е н и й  в о з н и к а е т  н е о б х о 
д и м о с т ь  в о п р е д е л е н и и  п о с т о я н н ы х  и н т е г р и р о в а н и я ,  к о т о р ы е  вы 
я в л я ю т ся  из  р а с с м о т р е н и я  у с л о в и й  з а д е л к и  к он ц ов  б а л к и .  З д е с ь  
о сн о в н ы е  с л у ч а и  таковы :

1) К о н е ц  б а л к и  с в о б о д е н .  Н у л ю  равны  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  
М  и п о п е р е ч н а я  си л а  5 ,  т. е. на с в о б о д н о м  к о н ц е  б а л к и  M = S  =  0*

2)  К о н е ц  б а л к и  ш а р н и р н о  о п и р а е т с я .  Н у л ю  р а в е н  и з г и б а ю 
щ ий м о м е н т  М  =  0.

В тех с л у ч а я х ,  к о г д а  б а л к а ,  п о м и м о  с п л о ш н о й  н а г р у з к и  q ( x ) y 
с о д е р ж и т  с о с р е д о т о ч е н н ы е  силы  или пары  сил , то  ф у н к ц и и  М ( х )  
и S ( x )  и м е ю т  р а зр ы в ы  п е р в о г о  р о д а  в в и д е  ск а ч к ов  в т о ч к а х  
п р и л о ж е н и я  с о с р е д о т о ч е н н ы х  н а г р у з о к ,  что, к с о ж а л е н и ю ,  не  
д а е т  в о з м о ж н о с т и  в о с п о л ь з о в а т ь с я  в ч и ст ом  в и д е  д и ф ф е р е н 
ц и ал ь н ы м и  у р а в н е н и я м и  (1 7 .1 )  и (1 7 .2 )  д л я  в о с п р о и з в е д е н и я  на  
А В М  М ( х )  и S ( x ) .

2. Дифференциальное уравнение упругой линии балки. Ч е м  
б о л ь ш е  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т ,  тем  с и л ь н е е  и с к р и в л я ет ся  б а л к а ,  
так  что к р и в и зн а  б а л к и  в н е к о т о р о м  сеч ен и и  х  п р о п о р ц и о н а л ь н а  
и з г и б а ю щ е м у  м о м е н т у .  Э т а  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т ь  в ы р а ж а е т с я  
м а т е м а т и ч е с к и  в в и д е  у р а в н е н и я

Е З Г ( х ) / р ( х ) = М ( х ) 9 (1 7 .3 )

З д е с ь  p ( x )  —  р а д и у с  кр и в и зн ы  у п р у г о й  л и н и и  б а л к и ; У ( х )  —  
м о м е н т  и н ер ц и и  сеч ен и я  б а л к и .  Sf  (л:) за в и с и т  от  г е о м е т р и ч е с к и х  
р а з м е р о в  и ф о р м ы  сеч ен и я .  В е л и ч и н а  м о м е н т а  и н е р ц и и  х а р а к т е 
р и зу е т  с п о с о б н о с т ь  б а л к и  с о п р о т и в л я т ь с я  и з г и б у  в за в и с и м о с т и  
от  г ео м ет р и и  ее  сеч ен и я .  К о э ф ф и ц и е н т  Е  —  м о д у л ь  у п р у г о с т и .  
Ф и зи ч е ск и  м о д у л ь  у п р у г о с т и  х а р а к т е р и з у е т  с о п р о т и в л я е м о с т ь  
м а т е р и а л а  у п р у г о й  д е ф о р м а ц и и ,  из к о т о р о г о  с д е л а н а  б а л к а .  П р о 
и з в е д е н и е  Е,7  (х)  ч а с т о  н а з ы в а ю т  ж е с т к о с т ь ю  б а л к и .

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  у п р у г о й  л и н и и  б а л к и  п о л у ч а е т 
ся п о с л е  з а м е н ы  в (1 7 .3 )  р а д и у с а  кр и в и зн ы  ег о  в ы р а ж е н и е м

18*
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ч е р е з  к о о р д и н а т ы  х , у:

j j j  = У " ( х ) [ 1  +  (у ' ( х ) ) * ] - 3/2.

Т о г д а  у р а в н е н и е  (1 7 .3 )  п р и м е т  в и д

E S f  (ж) • у "  (х )  [ 1 +  ( /  ( х ) ) 2] - ы * = М  ( х)  • (17 .4) '

У гол  п ов ор о та ,  с е ч ен и я  с в я з а н  с у р а в н е н и е м  у п р у г о й  л и н и и  
ф о р м у л о й

tS  (1 7 .5 )

к о т о р а я  с р а з у  с л е д у е т  из  рис. 17.1, б ) .
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о  у р а в н е н и е  (1 7 .4 )  и н о г д а  м о ж н о  за п и с а т ь  

в д р у г о й  э к в и в а л е н т н о й  ф о р м е ,  есл и  у ч ест ь  (1 7 .2 ) :
[ES f  ( х)  у "  ( х)  [ 1 +  (у ' ( х ) У ]  -3/2] / / _  q { x ) t  ( 1 7 .6 ) ;

г д е  q ( x )  —  р а с п р е д е л е н н а я  н а г р у з к а  по  д л и н е  б а л к и .  В о з м о ж н а  
е щ е  о д н а  ф о р м а  з а п и с и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я :

[ESf  ( х)  у " ( х)  [ 1 +  ( у '  ( х ) ) 2] -3/2] /я = 5  {х)  в ( ! 7 .7 )

г д е  S ( x )  —  п о п е р е ч н а я  си л а .  П о н я т н о ,  что п е р е х о д  от у р а в н е н и я
(1 7 .4 )  к у р а в н е н и я м  (1 7 .6 )  и (1 7 .7 )  в о з м о ж е н  л и ш ь  при д и ф ф е 
р е н ц и р у е м о с т и  ф у н к ц и и  М ( х )  с о о т в е т с т в е н н о  д в а  и о д и н  р а з .

У р а в н е н и я  ( 1 7 .4 ) ,  ( 1 7 .5 ) ,  ( 1 7 .6 ) ,  (1 7 .8 )  м о ж н о  с у щ е с т в е н н о  
у п р о с т и т ь ,  к о г д а  в ел и ч и н а  п р о г и б а  м а л а  по с р а в н е н и ю  с д л и н о й  
п р о л е т а  б а л к и .  Б а л к и  м н о г и х  к о н ст р у к ц и й  по  х а р а к т е р у  их р а 
бо т ы  и м е ю т  м а л ы е  п р о г и б ы , к о т о р ы е  с о с т а в л я ю т  1 /1 0 0 0 — 1 /250  
д о л и  п р о л е т а .  У т а к и х  б а л о к  у г о л  п о в о р о т а  с еч ен и я  не п р е в о с 
х о д и т  о д н о г о  г р а д у с а .

В  с л у ч а е  м а л ы х  п р о г и б о в  и у г л о в  п о в о р о т а  в у р а в н е н и я х
( 1 7 .4 ) ,  ( 1 7 .6 ) ,  (1 7 .7 )  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  вел и ч и н о й  ( у ' ( х ) ) 2 по  

с р а в н е н и ю  с  е д и н и ц е й .  Т о г д а  у р а в н е н и е  (1 7 .5 )  п р е о б р а з у е т с я  
в у р а в н е н и е

в ( х ) = у ' ( х ) 9 (1 7 .8 )

д  у р а в н е н и я  ( 1 7 .8 ) ,  ( 1 7 .7 ) ,  (1 7 .6 )  п р е в р а щ а ю т с я  в у р а в н е н и я  

E S f  (х) if '  (х) =  М  (х)\  (17 .9 )

I E ^ ( x ) t / ' ( x ) ) x =  S ( x y ,  (1 7 .1 0 )

[ Ь 3 ' { х ) 1 У" (х)]’х =  Я (х).  (17 .1 1 )

У р а в н е н и я  (1 7 .8 )  —  (1 7 .1 1 )  п р и б л и ж е н н о  о п и с ы в а ю т  д е ф о р 
м а ц и ю  б а л к и  в у с л о в и я х  с п р а в е д л и в о с т и  ги п от езы  о  м а л ы х  п р о 
г и б а х .  Е с л и  х а р а к т е р  р а б о т ы  б а л к и  т а к о в ,  что г и п о т е з а  н е в е р 
н а ,  н е о б х о д и м о  и н т е г р и р о в а т ь  точ н ы е у р а в н е н и я  ( 1 7 .4 ) ,  ( 1 7 .6 ) ,
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(1 7 .7 )  У с л о в и я  д л я  о п р е д е л е н и я  п о ст о я н н ы х  и н т е г р и р о в а н и я  
р а с с м а т р и в а е м ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  з а в и с я т  от  
с п о с о б а  з а д е л к и  к о н ц о в  б а л к и .  П р и в е д е м  о с н о в н ы е  с л у ч а и .

1) К о н е ц  б а л к и  с в о б о д е н .  Н у л ю  р авны  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  
и п о п е р е ч н а я  с и л а  у " ( 0 ) = 0 ,  у " ' {0 ) = 0 .

2)  К о н е ц  б а л к и  о п и р а е т с я  ш а р н и р н о .  Н у л ю  р авн ы  п р о г и б  и 
и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  у ( 0 ) = 0 ,  у " ( 0 ) = 0 .

3) К о н е ц  б а л к и  ж е с т к о  з а д е л а н .  Н у л ю  равн ы  п р о г и б  и у г о л  
п о в о р о т а  се ч ен и я  * / ( 0 ) = 0 ,  г / ' ( 0 ) = 0 .

О т м ет и м , что в з а в и с и м о с т и  от с п о с о б а  за к р е п л е н и я  к он ц о в  
б а л к и  п р и х о д и т с я  и н т е г р и р о в а т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  
с  н а ч а л ь н ы м и  или с гр ан и ч н ы м и  у сл о в и я м и .

§ 2. Структурные схемы АВМ, воспроизводящие 
плоский изгиб

Д л я  у д о б с т в а  р а з р а б о т к и  с т р у к т у р н ы х  сх е м  б у д е м  п р е д п о л а 
гать, что в д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и я х  (1 7 .2 )  и ( 1 7 .4 ) ,  ( 1 7 .5 ) ,  
( 1 7 .6 ) ,  (1 7 .7 )  п р о и з в е д е н а  з а м е н а  н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й  х  н а  
t = x j l % гд е  / —  д л и н а  ба л к и .  Т а к и м  о б р а з о м ,  все р а с с м а т р и в а е 
мые в д а л ь н е й ш е м  ба л к и  б у д у т  им еть  е д и н и ч н у ю  д л и н у .

В с а м о м  о б щ е м  в и д е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  у п р у г о й  
линии (1 7 .4 )  д л я  б а л к и  ед и н и ч н о й  дл и н ы  б у д е т :

^ { t ) y , f { t ) [ \  +  { y f ( t ) ) 2] - V2 =  M { t ) .  ( 1 7 .1 2 )

Э то  н е л и н е й н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  вт о р о г о  п о р я д к а  
с п ер ем ен н ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  и п рав ой  частью . О с о б е н н о с т ь  
у р а в н ен и я  в том , что оно  не р а з р е ш е н о  о т н о с и т е л ь н о  с т а р ш е й  
п р о и з в о д н о й  у "  ( t ) .  В о с п о л ь з у е м с я  м е т о д о м  н ея вны х ф у н к ц и й  
(см . §  4 гл. 5 ) ,  д л я  чего (1 7 .1 2 )  п р е д с т а в и м  в с л е д у ю щ е й  ф о р м е :

F ( y " )  = E ^ ( t ) y " ( t ) [ \  +  ( y ' ( t ) ) 2] - 3/4— M ( t )  = 0 .

r)F
Т ак  как -щ„ —  E J (()  [1-J- ( у ' ( ( )  ) 2] ~ 3/2> 0 ,  то  на А В М  д о л ж н о  

бы ть р е а л и з о в а н о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е

y " ' ( t )  =  - K [ E 3 ' ( t ) y " ( t ) [ \  +  ( y ' ( t ) ) * ] - 3 > - M ( t ) ] .  (1 7  13)

С т р у к т у р н а я  с х е м а  А В М , с о о т в е т с т в у ю щ а я  э т о м у  у р а в н е н и ю ,  
п р е д с т а в л е н а  на рис. 17.3. С х е м а  с о с т о и т  из т р ех  частей . П е р в а я ,  
о б в е д е н н а я  п у н к ти р о м , р а з р е ш а е т  у р а в н е н и е  (1 7 .1 2 )  о т н о с и 
т ел ь н о  В т о р а я  часть  по ф у н к ц и и  у " (t)  с п о м о щ ь ю  д в у х
п о с л е д о в а т е л ь н о  в к л ю ч ен н ы х  и н т е г р а т о р о в  в о с п р о и з в о д и т  ф у н к 
ции y ' ( t )  и y ( t ) — п р огиб . Ч а с т ь  сх ем ы , о б в е д е н н а я  п у н к т и р о м ,  
с о д е р ж и т  о п е р а ц и о н н ы е  б л о к и  в о с п р о и з в о д я щ и е  и з г и б а ю щ и й  
м о м е н т  M ( t )  и п е р е м е н н у ю  ж е с т к о с т ь  б а л к и  Е У ( 1 ) .  В н у т р е н н е е  
с т р о е н и е  эт и х  б л о к о в  не р а с к р ы т о ,  так  как  о н о  з а в и с и т  о т
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к о н к р е т н о г о  в и д а  ф у н к ц и й  M { t )  и E 3 ( ( t ) .  К р о м е  то го ,  в п р а в о й  
ч а ст и  сх е м ы  и м еет ся  б л о к  н е л и н ей н о й  ф у н к ц и и ,  в о с п р о и з в о д я 
щ и й  ф у н к ц и о н а л ь н у ю  з а в и с и м о с т ь  [1 +  ( * / ' ( 0 ) 2] ” 3/2- Т р еть я  ча ст ь  
сх ем ы  с т р у к т у р н о  о б о с о б л е н а .  О н а  с о с т о и т  из и н т е г р а т о р а  и 
сх е м ы  п р о г р а м м н о г о  у п р а в л е н и я ,  к о т о р а я  п р е р ы в а е т  п р о ц е с с  
в о с п р о и з в е д е н и я  р е ш е н и я  в м о м е н т  в р ем ен и ,  с о о т в е т с т в у ю щ и й

Рис. 17.3.

д о с т и ж е н и ю  п р а в о г о  к о н ц а  б а л к и .  П р е д п о л а г а е т с я ,  что в се  н е 
о б х о д и м ы е  д е й с т в и я ,  с в я з а н н ы е  с р е д у к ц и е й  к р а е в о й  з а д а ч и  
к з а д а ч е  К о ш и , у ж е  вы п олнен ы , а п о т о м у  и зв ест н ы  н а ч а л ь н ы е  
у с л о в и я  Уо =  г / ' (0 ) .  У о = у ( 0 ) .

К о г д а  с п р а в е д л и в а  г и п о т е за  о м а л ы х  п р о г и б а х ,  с о о т в е т с т в у ю 
щ и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  ( 1 7 .9 ) ,  ( 1 7 .1 0 ) ,  ( 1 7 . f l )  у п 
р у г о й  л и н и и  с у ч е т о м  п о д с т а н о в к и  t — x / l  б у д у т :

E3f  ( t ) y " ( t )  — М  (t)  = 0 ;  (17 -14)

[ E 3 r ( t ) y " ( t ) ] ' - S ( t ) =  0; (1 7 .1 5 )

. [ E 3 r ( t ) y " ( t ) ] " - q ( t ) = 0 .  ' (17 .16)

С т р у к т у р н а я  с х е м а  А В М ,  в о с п р о и з в о д я щ а я  р е ш е н и я  эт и х  у р а в н е 
ний, п р е д с т а в л е н а  на  рис.  17.4, а ) — в ) .  К а ж д а я  из сх е м  ф у н к ц и о 
н и р у е т  с о в м е с т н о  со  с х е м о й  а в т о м а т и ч е с к о г о  п р е р ы в а н и я  п р о 
ц е с с а  в о с п р о и з в е д е н и я  р еш ен и я ,  к о т о р а я  п о к а з а н а  на рис. Ц . 4 , г ) .  
В о з м о ж н у ю  о р г а н и з а ц и ю  к о н т р о л я  р а б о т ы  А В М  при м о д е л и 
р о в а н и и  п л о с к о г о  и зг и б а  п о к а ж е м  п р и м е н и т е л ь н о  к у р а в н е н и ю



1(17 .16) .  В  к а ч е с т в е  к о н т р о л ь н о г о  с о о т н о ш е н и я  в о з ь м е м

У (О  + У '  (О  + М  ( 0  + 5  ( 0  — *  ( / )  = 0 .  
г д е  x ( t )  —  в с п о м о г а т е л ь н а я  и зб ы т о ч н а я  п е р е м е н н а я .  Д и ф ф е р е н -
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г)
Рис. 17.4.

ц и р у я  к о н т р о л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  п о  п е р е м е н н о й  t, п о л у ч а е м  

x ' ( t ) = y ' ( t ) + y " ( t ) + M ' ( t ) + S ' ( t ) .

О т с ю д а  с  у ч е т о м  (1 7 .1 6 )  п о л у ч а е м  и с к о м о е  о п р е д е л я ю щ е е  у р а в 
н ен и е  д л я  и зб ы т о ч н о й  п е р е м е н н о й  x ( t ):

E 3 f { t ) [ x ' ( t ) - x ( t ) + y ( t ) + M ( t ) - q { t ) ] = M ( t ) ,

* ( 0 )  = 1 / о + * / /о + Л 1 о + '5 о '

В д а л ь н е й ш е м  б у д е м  з а н и м а т ь с я  и с к л ю ч и т ел ь н о  и с с л е д о в а н и е м  
и з г и б а  б а л о к ,  д л я  к от о р ы х  с п р а в е д л и в а  г и п о т е за  о  м а л ы х  п р о 
г и б а х .
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§ 3. М асш табирование переменных

Ц е л ь  м а с ш т а б и р о в а н и я  —  у с т а н о в и т ь  с о о т в е т с т в и е  м е ж д у  
м а т е м а т и ч е с к и м и  п е р е м е н н ы м и  р е ш а е м о й  з а д а ч и  и м а ш и н н ы м и  
п е р е м е н н ы м и  —  эл е к т р и ч е с к и м и  н а п р я ж е н и я м и ,  с п о м о щ ь ю  ко
т о р ы х  м а т е м а т и ч е с к и е  п е р е м е н н ы е  п р е д с т а в л я ю т с я  в А В М .

О с н о в н а я  т р у д н о с т ь  м а с ш т а б и р о в а н и я  з а в и с и м ы х  м а т е м а т и 
ч е с к и х  п е р е м е н н ы х  с в я з а н а  с н е о б х о д и м о с т ь ю  к о л и ч ест в ен н о й  
о ц е н к и  м а к с и м а л ь н ы х  зн а ч е н и й  м а т е м а т и ч е с к о й  п ер е м е н н о й ,  в 
у с л о в и я х ,  к о г д а  н е и з в е с т н о  т о ч н о е  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  и с х о д 
ной  м а т е м а т и ч е с к о й  з а д а ч и .  М а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  м а т е м а т и 
ч еск о й  п е р е м е н н о й  (п у ст ь  э т о  —  п е р е м е н н а я  у)  н е о б х о д и м о  д л я

100 г:вы ч и сл ен и я  м а с ш т а б а  по ф о р м у л е /л , ,  =тт.  г .  е с л и  з н а ч е н и е
у \ У  m a x

у  max в зя т о  о ш и б о ч н ы м  (п усть  м ен ь ш е и ст и н н о г о  з н а ч е н и я ) ,  то  
при в о с п р о и з в е д е н и и  р еш ен и я  на А В М  м а ш и н н а я  п е р е м е н н а я  
u y= m yy ( t )  о б я з а т е л ь н о  вы й дет  из д о п у с т и м о г о  д и а п а з о н а  л и 
н ей н о сти  ± 1 0 0  вольт, что п р и в е д е т  к п о т ер е  т о ч н ост и  р е з у л ь т а т а  
или в о о б щ е  к п о л н о й  п о т е р е  р е з у л ь т а т а .  О б ы ч н о  при р а с ч е т е  
м а с ш т а б о в  за в и с и м ы х  м а т е м а т и ч е с к и х  п ер ем е н н ы х  п р и б е г а ю т  
к м е т о д у  м а с ш т а б н ы х  з а д а ч  (с м .  § 5 гл. 4 ) .

П р и  р а с ч е т е  м а с ш т а б о в  д л я  в о с п р о и з в е д е н и я  р еш ен и й  д и ф 
ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  ( 1 7 .1 4 ) ,  ( 1 7 .1 5 ) ,  ( 1 7 .1 6 )  ц е л е с о о б р а з 
н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м а с ш т а б н ы м и  з а д а ч а м и :

В  эт и х  у р а в н е н и я х  У т1и есть м и н и м а л ь н о е  зн а ч е н и е  ф ун к ц и и  
& ( t )  на и н т е р в а л е  / [ 0 ,  1 ] .  С о о т в е т с т в е н н о  Л]П1ах, S max, ^max есть  
м а к с и м а л ь н ы е  зн а ч ен и я  и з г и б а ю щ е г о  м о м ен т а  M ( t ) ,  п о п е р е ч 
ной силы  S ( / )  и п л от н ости  сп л о ш н о й  н а г р у зк и  q ( t ) .  К а ж д о е  
из у р а в н е н и й  ( 1 7 .1 7 ) ,  ( 1 7 .1 8 ) ,  (1 7 .1 9 )  п р о ст о  р е ш а е т с я  а н а л и 
тически . И с х о д н о м у  у р а в н е н и ю  (1 7 .1 4 )  с о о т в е т с т в у е т  у р а в н е н и е  
м а с ш т а б н о й  з а д а ч и  (1 7 .1 7 ) .  С р а в н и в а я  ф и з и ч е с к о е  с о д е р ж а н и е  
з а д а ч ,  о п и с ы в а е м ы х  у р а в н е н и я м и  (1 7 .1 4 )  и ( 1 7 .1 7 ) ,  а п р и о р и  
м о ж н о  у т в е р ж д а т ь ,  что зн а ч е н и я  в сех  п е р е м е н н ы х  м а с ш т а б н о й  
з а д а ч и  б у д у т  з а в е д о м о  б о л ь ш е  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п е р ем ен н ы х  
и с х о д н о й  з а д а ч и .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  вед ь  и з г и б у  п о д в е р г а е т с я  б а л к а  
м ен ь ш ей  ж е с т к о с т и ,  н а г р у ж е н н а я  б о л ь ш и м  и з г и б а ю щ и м  м о м е н 
т о м . М е т о д  м а с ш т а б н ы х  з а д а ч  о с о б е н н о  п р и в л е к а т е л е н  т ем ,  что  
д а е т  в о з м о ж н о с т ь  р а с сч и т а т ь  м а с ш т а б ы  и п о ст р о и т ь  коммута*  
ци о н н ы е  сх е м ы  в « о б щ е м  в и д е »  так , что к о эф ф и ц и е н т ы  п е р е 
д а ч и  о п е р а ц и о н н ы х  б о к о в  п р е д с т а в л я ю т с я  а н а л и т и ч ес к и м и  вы
р а ж е н и я м и ,  з а в и с я щ и м и  от п а р а м е т р о в  и с х о д н о й  з а д а ч и .

ЕУтшу" (t) —  M max =  0,
га 1 п У '"  ( t ) — S maJ =  0,  

£ ^ m,ni/IV( 0 - < 7 max =  0.

(1 7 .1 7 )

(1 7 .1 8 )

(1 7 .1 9 )
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М а с ш т а б и р о в а н и е  н е з а в и с и м о й  м а т е м а т и ч е с к о й  п е р е м е н н о й  
с в я з а н о  со  в р е м е н е м  в о с п р о и з в е д е н и я  р еш ен и я  з а д а ч и  на  А В М .  
Е сл и  н е  п р и н и м а т ь  н и к а к и х  м ер  по  и з м е н е н и ю  м а с ш т а б а  н е 
за в и с и м о й  п е р е м е н н о й ,  то  в р е м я  в о с п р о и з в е д е н и я  р е ш е н и я  б у д е т  
р а в н о  о д н о й  с е к у н д е  (б а л к и  и м е ю т  е д и н и ч н у ю  д л и н у ) .  Т а к о е  
в р ем я  и н о г д а  о к а з ы в а е т с я  н е у д о б н ы м  д л я  н а б л ю д е н и я  и и з м е 
рения  м а ш и н н ы х  п е р е м е н н ы х .  Б о л е е  п о д х о д я щ е е  в р е м я  10 ил и  
20  се к у н д .  К а к  и зв е с т н о  (см . § 6 гл. 4 ) ,  д л я  у с т а н о в л е н и я  т а 
к ого  в р ем ен и  в о с п р о и з в е д е н и я  р еш е н и я  на А В М  н е о б х о д и м о  
у м ен ь ш и т ь  в д е с я т ь  и с о о т в е т с т в е н н о  в д в а д ц а т ь  р а з  к о э ф ф и 
циенты  п е р е д а ч и  в сех  и н т е г р а т о р о в  и т о л ь к о  и н т е г р а т о р о в ,  и с 
п о л ь з у е м ы х  в с х е м е .

Р е д у к ц и я  к р а ев ы х  з а д а ч  п л о с к о г о  и зг и б а  к з а д а ч а м  К о ш и  в 
о б щ е м  с л у ч а е  м о ж е т  быть о с у щ е с т в л е н а  м е т о д а м и ,  у ж е  и з л о ж е н 
ными в § §  2 и 3 гл. 6. О д н а к о  п р и м е н и т е л ь н о  к к р а е в ы м  з а д а 
чам и зг и б а  ст а ти ч еск и  о п р е д е л и м ы х  б а л о к  м е т о д  к о м б и н а ц и е й  
(§  3 гл. 6 )  м о ж е т  и с п о л ь зо в а т ь с я  в б о л е е  п р о ст о й  м о д и ф и к а ц и и .  
П о к а ж е м  э т о  на д в у х  п р и м е р а х .

П р и м е р  1. Для балки, изображенной на рис. 17.5, изгибающий момент 
M(t)  и поперечная сила S (t )  удовлетворяет 
краевой задаче

где S0, М0 — недостающие начальные условия, подлежащие определению.
Заметим, что неизвестные силовые факторы — поперечная сила S0 и изги

бающий момент Мо — представляют собой реакцию стенки, которая защемляет 
левый конец балки. Это дает основание утверждать, что методы редукции крае
вых задач плоского изгиба можно рассматривать как способы определения ре
акций опор балок с помощью АВМ.

Для определения недостающих S0, М0 потребуется на АВМ последователь
но решить две вспомогательные задачи Коши.

Первую вспомогательную задачу возьмем в в и д е 5 ,(0 = = —q(t ) ,  S i( 0 )— 0. 
Решение ее воспроизводится на АВМ, и определяется значение S i(/* ). О казы
вается, что искомое S0=  — Sj (/*). Докажем это.

Общее решение первого уравнения эквивалентной системы: S ( t )=*

ной задачи. Д ля момента t =  t* это равенство дает S (/*) =  S0+ S i (/*) = 0 .

§  4. Р е д у к ц и я  кр а ев ы х  з а д а ч  п л о с к о г о  и з г и б а  
к з а д а ч а м  К ош и

че Коши

где / * = 1 — длина балки. Требуется свести 
эту краевую задачу к эквивалентной зада-

, S ' ( / ) = —<7(/), S ( t * ) =  0,

M '( 0 = S ( 0 ,  M(t*)  = 0 ,

S '( 0  = —<7(0» 5(0) = S 0;
A f'(0  = 5 ( 0 ,  A f(0 )= M 0,

Рис. 17.5.

=  S0— j* q( t )d t  или 5 ( 0  = S 0+ S i  (/), где S t (t) — решение первой вспомогатель- 
о
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Вторую вспомогательную задачу Коши возьмем в виде S '( / ) = » —q(t ) ,  
5 (0 ) = 5 0; Л !̂ =  5 ( / ) ,  Afi(0)*=0. Решение ее воспроизводства на АВМ, и опре
деляется значение Mi(t ) .  Оказывается, что искомое М0=  — M i(f*). Докажем 
это.

Общее решение второго уравнения эквивалентной системы есть M ( t ) = j

=  М0+  J  S ( t )d t  или M(t)  = M 0+ M i ( t ) , где M\[t)  — решение второй вспомога*» 
о

тельной задачи. Д ля момента t = t *
A f(/*)= A fo+ A fl ( / * ) =  0.

П р и м е р  2. Изгиб балки, показанной на рис. 17.6, описывается крае*»
вой задачей

qit) M " ( t ) = — q(t ) ,  M ( 0 ) = M ( t * ) = 0 ,

' Т Т Т Т Т Ц ^ Г ^ ^  E V ( t ) y " ( t ) = M { t ) ,  y (  0) = { ,(/» ) = 0 .
Н т т Т П т П П П  jr 1,0 £  где /* = 1  длина балки. Требуется найти 

yfr  J&,  эквивалентную задачу Коши

р„с. 17.6. М "(t) =  - q  (t), М  (0) =  0. М '  (0) =  м '$
ЕЭ  (/) y"(t)  =  MU), у  (0) =  0, у '  (0)

г t
где M Qt у0 — недостающие начальные условия, подлежащие определению.

Д ля отыскания М 0, у0 воспроизведем на АВМ решение двух вспомогателы 
ных задач Коши.

Первая вспомогательная задача имеет вид М  j ( 0 = —<7(0»Mi(0)=a 
*=М | (0) = 0 .  Ее решение воспроизводится до t = t * t и определяется значение 

Искомое значение М 0 оказывается равным М 0 = — Дока же м 
это. Общее решение первого уравнения эквивалентной системы есть

t t
w = л*; (о  -  f (о  +  м  (0), 

о о
ИЛИ

М  (0  =  M ’0t +  М х (0  +  М  (0),

где M i ( t ) — решение первой вспомогательной задачи. Д ля момента времени 
t = t *  имеем М ( /* )= М о /* + М 1(/* )+ 0  =  0.

Вторая вспомогательная задача имеет вид

M ' V )  =  -  <7 (0 . М  (0) =  0, М' (  0) =  Af';

E3f( t )  у\  (/) =  М  (/), ух (0) =  0, у\ (0) =  0.

Решение этой вспомогательной задачи воспроизводят до t =  t* и определяют 
значение yi( t*) .  Искомое значение у 0 оказывается равным у 0= —у \ Д о
кажем это. Общее решение второго уравнения эквивалентной системы Коши 
есть

'  '  M ( t )* С « Г *** (О
у ( 0  =  V  +  J d t  J Т а  (о d t  +  у  (°)«

Или y ( t ) = y q t + y i ( t ) + y ( 0 ) ,  отсюда для момента t — t * имеем y(t*)  в ^ / * +  
+ Ы 0 + 0 .
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§  5 .  Э п ю р ы  сил ы  и м о м е н т о в  —  г л а д к и е  ф у н к ц и и

В о с п р о и з в е д е н и е  н а  А В М  р еш ен и й  з а д а ч  п л о с к о г о  и з г и б а  
з а в и с и т  от  с у щ е с т в о в а н и я  р а з р ы в о в  у  ф у н к ц и й  S ( t )  и M ( t ) .  Р а з 
рывы с о о т в е т с т в у ю т  н а г р у з к а м  в в и д е  с о с р е д о т о ч е н н о й  силы  
или пар ы  сил  ( м о м е н т а ) ,  в т о ч к а х  п р и л о ж е н и я  к о т о р ы х  в о з 
н и к а ю т  р а зр ы в ы  н е п р е р ы в н о с т и  п е р в о г о  р о д а  в в и д е  кон еч н ы х  
скачк ов .

В н а с т о я щ е м  п а р а г р а ф е  мы п р о и л л ю с т р и р у е м  на  к о н к р е т н о м  
п р и м е р е  м е т о д и к у  в о с п р о и з в е д е н и я  р е ш е н и й  з а д а ч  и з г и б а  д л я  
с л у ч а е в ,  к о г д а  ф у н к ц и и  S ( t )  и M ( t ) — г л а д к и е .

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Н а  рис. 17.6 п о к а з а н а  б а л к а  ед и н и ч н о й  
д л и н ы  п е р е м е н н о й  ж е с т к о с т и  E f / ( t ) y к о т о р а я  и з г и б а е т с я  п о д  
д е й с т в и е м  с п л о ш н о й  н а г р у зк и  п е р е м е н н о й  п л о т н о ст и  q ( t ) .  Б а л к а  
о п и р а е т с я  по  к о н ц а м  на оп ор ы . Т р е б у е т с я  в о с п р о и з в е с т и  на А В М  
к а р т и н у  р а с п р е д е л е н и я  по д л и н е  б а л к и  п р о г и б о в ,  у г л о в  п о в о р о 
то в  сеч ен и й ,  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  и п о п е р е ч н о й  силы .

2. А н а л и з  з а д а ч и .  Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  у п р у г о й  
ли н и и  б а л к и  о п и с ы в а е т с я  к р а е в о й  з а д а ч е й

[ E V ( t ) y " ( t ) ] " + q ( i ) = 0 ,  

у ( 0 ) = у ( \ )  = у "  (0 )  = у " (  1) = 0 .  (17 .20) '

С м ы с л  к р а е в ы х  у с л о в и й  в т о м ,  что  п р о г и б ы  и и з г и б а ю щ и е  м о 
м енты  на с в о б о д н ы х  к о н ц а х  б а л к и  р авн ы  н у л ю . В  у р а в н е н и и  
(1 7 .2 0 )  п е р е м е н н о й  y ( t )  с о о т в е т с т в у е т  п р о г и б  б а л к и  в сеч ен и и
t, y ' { t )  со о т в е т с т в у е т  у г л у  п о в о р о т а  сеч ен и я  t, E & ( t ) y " ( t )  с о 
о т в е т с т в у е т  и з г и б а ю щ е м у  м о м е н т у  M ( t ) ,  E & ( t ) y ' " ( t )  —  п о п е р е ч 
ной си л е .

Д л я  у д о б с т в а  м а с ш т а б и р о в а н и я  п е р е м е н н ы х  и п р ост оты  р е а 
л и з а ц и и  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1 7 .2 0 )  на А В М ,  з а д а н н ы е  ф у н к ц и и  
2 / ( ( )  и q \ t )  п р е д с т а в и м  в в и д е

q ( t ) = q maxQ ( t ) ,  (1 7 .2 1 )

г д е  2 f min —  м и н и м а л ь н ы й  м о м е н т  и н ер ц и и  п о п е р е ч н о г о  сеч ен и я  
б а л к и ,  i ( t ) — б е з р а з м е р н а я  ф у н к ц и я ,  qmax —  м а к с и м а л ь н о е  з н а 
ч ен и е  п л о т н о ст и  с п л о ш н о й  н а г р у зк и ,  Q ( t )  —  б е з р а з м е р н а я  ф у н к 
ция. С у ч е т о м  в ы р а ж е н и й  (1 7 .2 1 )  у р а в н е н и е  (1 7 .2 0 )  м о ж н о  
з а п и с а т ь  так:

И V)  I с  (/)Г Ф - ъ Р -  Q ( t)  =  о. (1 7 .2 2 )
min

У р а в н е н и е  (1 7 .2 2 )  и м е е т  н е я в н у ю  ф о р м у  о т н о с и т е л ь н о  с т а р ш е й  
П р о и зв о дн о й .  Ч т о б ы  о б л е г ч и т ь  р а з р а б о т к у  с т р у к т у р н о й  с х ем ы  
А В М ,  в в е д е м  в с п о м о г а т е л ь н у ю  п е р е м е н н у ю  z ( t )  = i ( t ) y " ( / ) .  
И з г и б а ю щ и й  м о м е н т  M ( t )  и п о п е р е ч н а я  с и л а  5 ( f )  в ы р а ж а ю т с я
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ч е р е з  н о в у ю  п е р е м е н н у ю  z ( t )  так:

M ( t ) = E J miaz ( t ) ,  S  ( t ) = M ' ( t )  = E 3 rm, „z ' ( t ) .  

П о д с т а н о в к а  z ( t )  в у р а в н е н и е  (1 7 .2 2 )  п р е в р а щ а е т  его  в с и с т е м у

z(t) -  i(t) y ”(t) =  0; z"(i )  =  -  Q (t).  (1 7 .2 3 )
m jn

П е р в о е  у р а в н е н и е  си ст ем ы  и м ее т  н е я в н у ю  ф о р м у  F ( y " ) =  0  о т 
н о с и т е л ь н о  п е р е м е н н о й  у" .  В со о т в ет ств и и  с м е т о д о м  нея вны х  
ф у н к ц и й  (§  4 гл. 5) н а х о д и м  d F / d y "  =  — i ( t )  < 0 ,  о т с ю д а  п о л у ч а е м  
у р а в н е н и е  в з а м е н  п е р в о г о  у р а в н е н и я  си ст ем ы  (1 7 .2 3 )  y " ' ( t )  =  
=  — K [ i ( t ) y " ( t ) — г ( 0 ] ,  гд е  К  —  к о э ф ф и ц и е н т  у с и л е н и я  О У .  
В  о к о н ч а т е л ь н о м  в и д е  и м е е м  с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в 
н ени й  в ф о р м е  к р а е в о й  з а д а ч и

y " ' ( t ) = - K [ i ( t ) y " ( t ) - z ( t ) ] ,  у ( 0 )  = у ( 1 ) = у " ( 0 )  = 0 ;

m  =  г ( 0 ) = г ( 1 )  =  0 .
J  m i n

Р а с с м а т р и в а е м а я  б а л к а  —  ст а ти ч еск и  о п р е д е л и м а я ,  п о э т о м у  
р е д у к ц и ю  к з а д а ч е  К о ш и  ц е л е с о о б р а з н о  п р ов ести  по  м е т о д у  
к о м б и н а ц и й .

3. С т р у к т у р н а я  с х е м а  А В М . С т р у к т у р н а я  с х е м а  и з о б р а ж е н а  
на рис. 17.7. С х е м а  я в л я ет ся  к о н к р е т и з а ц и е й  б о л е е  о б щ е й  схем ы  
рис.  17.4, в)  в со о т в е т ств и и  с т о л ь к о  что п ол у ч ен н о й  си с т е м о й

Рис. 17.7.

д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .  Н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  Zo =  z' (0)  
и у 0= у ' ( 0 )  п о к а  е щ е  не о п р е д е л е н ы .  Н а  в х о д е  и н т е г р а т о р а ,  
в ы р а б а т ы в а ю щ е г о  п е р е м е н н у ю  z ' ( t ) y ст ои т  п о т е н ц и о м е т р  с к о э ф 

ф и ц и е н т о м  п е р е д а ч и  А = - ^ -™ах—.В  с х е м е  п р е д у с м о т р е н  п р о г р а м -
c ^m in

м ны й о с т а н о в  по  у с л о в и ю  / =  1, что с о о т в е т с т в у е т  п р е р ы в а н и ю
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п р о ц е с с а  и н т ег р и р о в а н и я  с и с т ем ы  (1 7 .2 3 )  по  д о с т и ж е н и ю  п р а в о й  
опоры  б а л к и .

4. М а с ш т а б и р о в а н и е  п е р е м ен н ы х . О б щ и й  п р и ем  м а с ш т а б и р о 
ва н и я  за в и с и м ы х  п е р е м е н н ы х  з а д а ч  с о п р о т и в л е н и я  м а т е р и а л о в  
о с н о в а н  на п о и с к е  м а с ш т а б н о й  з а д а ч и ,  и м е ю щ е й  с х о д н о е  ф и з и 
ч еск о е  с о д е р ж а н и е  и д о п у с к а ю щ е й  п р о с т о е  а н а л и т и ч е с к о е  р е 
ш ен и е ,  к о т о р о е  д о л ж н о  п о зв о л и т ь  о ц е н и т ь  в е р х н ю ю  г р а н и ц у  
и з м е н е н и я  п е р е м е н н ы х  и с х о д н о й  з а д а ч и .  Д л я  р а с с м а т р и в а е м о й

з а д а ч и  п о д х о д я щ е й  м а с ш т а б н о й  з а д а ч е й  б у д е т  у 1У ( t )  =  —
J  min

y ( 0 )  = y ( l )  = # / / (0 )  =  f / " ( l ) .  Ф и зи ч е ск и й  см ы сл  м а с ш т а б н о й  з а 
д а ч и —  тот  ж е ,  что и и с х о д н о й .  Б а л к а  ед и н и ч н о й  дл и н ы  п о с т о я н 
ной ж е с т к о с т и  E J miQ о п и р а е т с я  по к о н ц ам  и и з г и б а е т с я  п о д  д е й 
ст ви ем  с п л о ш н о й  н а г р у зк и  п о с т о я н н е й  п л о т н о с т и  *7шах. С р а в н и в а я  
ф и з и ч е с к о е  с о д е р ж а н и е  и с х о д н о й  и м а с ш т а б н о й  з а д а ч ,  м о ж н о  
у т в е р ж д а т ь ,  что зн а ч ен и я  всех  п е р е м е н н ы х  м а с ш т а б н о й  з а д а ч и  
б у д у т  з а в е д о м о  б о л ь ш е  зн а ч е н и й  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п е р е м е н н ы х  
и с х о д н о й  з а д а ч и .  М а с ш т а б н а я  з а д а ч а  д о п у с к а е т  п р о с т о е  а н а л и 
т и ч ес к о е  реш ен и е:

У i t )  =  — 5Т  —  2 /3 +  i*) ,24

у ' ( / )  =  - 4 ( 1 - б ^ + 4 ^)*
(1 7 .2 4 )

< л / ) = 4 - - /2>-
y"'U)= 4 -

И з  у р а в н ен и й  (1 7 .2 4 )  н а х о д я т с я  оц ен к и  д л я  м а к си м а л ь н ы х  з н а 
чений п е р е м е н н ы х  и с х о д н о й  з а д а ч и :

| ^ / т а \ |  =  А \  |^ /гпих |  =  ~КТ » | * / т а х |  =  “ 77“  » l ^ m a x l  =  * т а х  “ 77“  I384 • ' у т и Х |  — 24 * 1̂ т а х |  —  у  * j ^ m a x i  —  «-max g

~  “ 77“  ( 4 / т а х  * т а х ) «

З д е с ь  /тах и i mах— с о о т в е т с т в е н н о  м а к с и м а л ь н ы е  а б с о л ю т н ы е  з н а 
чения ф ун к ц и й  i ( t )  и ее  п р о и з в о д н о й  / ' ( / ) .  В е с ь  р а сч ет  м а с ш т а 
б ов  вы п олнен  в т а б л .  1.

5. К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а .  К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  в о т л и ч и е  
от ст р у к т у р н о й  сх ем ы  р а з р а б а т ы в а е т с я  д л я  м а ш и н н ы х п е р е м е н 
ных с у ч ет о м  о с о б е н н о с т е й  вк лю чения  б л о к о в  к о н к р етн о й  А ВМ »  
на к отор ой  п р е д п о л а г а е т с я  п р о в о д и т ь  р е ш е н и е  з а д а ч и .

Д л я  р е ш а е м о й  з а д а ч и  к о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а ,  о р и е н т и р о в а н 
ная на м а ш и н у  М Н - 7 ,  п р е д с т а в л е н а  на рис. 17.8. С х е м а  в о с 
но в н о м  п о в т о р я ет  т о п о л о г и ю  с т р у к т у р н о й  с х е м ы  рис. 17.7.



О т л и ч и е  с о с т о и т  л и ш ь  в с п о с о б е  в к л ю ч ен и я  о п е р а ц и о н н о г о  
б л о к а  п е р е м н о ж е н и я .

Т а б л и ц а  1
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Переменная М аксимальное значение 
переменной Величина масштаба

Обозначение
масштаба

Q 1 100/1 =  100 mQO
i /ш ах 100/tmax mio
У 54/384 100 384/54 ШуО
У' А / 24 100-24/4 my\

У" 4 /8 100-8 /4 Шу2
Z 4irnax /8 100-8/4/m ax mz о

Z' 4(4/max +  ̂ max /8) l00»8/4(4 im ax+ im ax ) тг l

В р е м я  в о с п р о и з в е д е н и я  р е ш е н и я  з а д а ч и  на А В М  в ы б р а н о  
р а в н ы м  д е с я т и  с е к у н д а м .  П о э т о м у  к о эф ф и ц и е н т ы  п е р е д а ч и  в с е х  
и н т е г р а т о р о в  у м е н ь ш е н ы  в 10 р а з .

+1006
0-

± ш
(h10t программный, 

останоб по 
условию t=10

Рис. 17.8.
Д л я  с о г л а с о в а н и я  м а с ш т а б о в  п е р е м е н н ы х  о п р е д е л и м  к о э ф 

ф и ц и ен т ы  п е р е д а ч и  ■yi, у 2, a ,  (J с о г л а с у ю щ и х  п о т е н ц и о м е т р о в  
[(см. §  5  гл. 4 ) .  С н а ч а л а  н а й д е м  и у2-

Yi
Ат Z I 0 ,3

10. т,Q0 ^тах 4" *тах
Т2 =

г0
10-т, — 0 ,4  0,1

Д л я  о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  а и р  з а п и ш е м  в ы р а ж е н и е  д л я  
м а ш и н н ы х  п е р е м е н н ы х ,  п о с т у п а ю щ и х  на в х о д  ОУ:

■ т г0г  (t )  р Н- а  У" ( 0  I U) =  0
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или

0 .

С р а в н и в а я  к о э ф ф и ц и е н т ы  п о с л е д н е г о  в ы р а ж е н и я  с  к о э ф ф и ц и е н 
т а м и  п е р в о г о  у р а в н е н и я  си ст ем ы  ( 1 7 .2 3 ) ,  з а м е ч а е м ,  что

—  от»°т У2_ — 1. П о д с т а в л я я  вел и ч и н ы  м а с ш т а б о в ,  и м е е м  
Р 100 'пгг0

а  100 100-8 А л т»\  _ ,
ЮОР * <т „  ' А 100-8 -

о т с ю д а  ■̂  =  1- В ел и ч и н ы  а и р  ц е л е с о о б р а з н о  в ы б р а т ь  р а в н ы м и  

1, т. е. а = р = 1 .

а) б)
Рис. 17.9.

С ц ел ь ю  д о в е д е н и я  п р о г р а м м и р о в а н и я  А В М  д л я  р а с с м а т р и 
в а е м о й  з а д а ч и  д о  к о н ц а  с о с т а в и м  п о л н у ю  к о м м у т а ц и о н н у ю  
с х е м у  А В М  д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  м о м е н т  ин ер ц и и  сеч ен и я  б а л к и

Т а б л и ц а  2

Перемен
ная

Максимальное
значение Масштаб

Обозначе
ние мас
штаба

1 1,25 100/1 ,25=80 mi  0
i ' л /4 400/л та

Q 1 100 /1=  00 mQQ
X 1 100/1=100 т х о
х ' 6я 100/(6я) тх\
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м е н я е т с я  к ак  & ( t )  = « 9 rmm ( 1 + 0 , 2 5  s in  n t )  и б а л к а  и з г и б а е т с я  п о д  
д е й с т в и е м  с п л о ш н о й  н а г р у з к и  п л о т н о сти

<7(0=<7m.x|sin 6 л / | .

В  э т о м  с л у ч а е  к о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  рис. 17.8 п о л н о с т ь ю  
с о х р а н я е т с я  и к о н к р е т и з и р у е т с я  л и ш ь  в той  ч асти , к о т о р а я  с в я 
з а н а  с  в о с п р о и з в е д е н и е м  з а д а н н ы х  ф у н к ц и й  i ( t )  =  1 + 0 , 2 5  s i n  л /  
и Q ( t )  =  | s in  6 л / | .

Н а й д е м  о п р е д е л я ю щ и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  д л я  
в о с п р о и з в е д е н и я  i ( t )  и * ( / )  = s i n  6 л / .  П о с л е д о в а т е л ь н о е  д и ф ф е 
р е н ц и р о в а н и е  д а ет :

П 0 = я 2[ 1 - * ( 0 ] .  t'(0) =  1, i ' ( 0 )  =  л /4 ;  

x " ( t )  =  — 3 6 я 2х ( / ) ,  х ( 0 )  = 0 ,  х ' ( 0 )  = 6 л .

С т р у к т у р н ы е  сх ем ы  А В М , в о с п р о и з в о д я щ и е  ф у н к ц и и  / ( / )  
и Q ( t ) ,  п о к а з а н ы  на рис. 17 9, а )  и б) .  Р а с ч е т  м а с ш т а б о в  п е р е 
м е н н ы х  / ( / )  и Q ( i )  п р е д с т а в л е н  в т а б л .  2.

-ю о в
-тх1х it]

7 > — T ^ r O —

*■1005 0,126
»—e-

(51)
-1П П Й

mio Q !t/10) ^

uu}

+808 
т Ш . Bx51 \

100B

0,1

программный, 
останоВ по 

условию t -Ю

Рис. 17.10.

П о л н а я  к о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  п р е д с т а в л е н а  иа рис. 17.10.  
В р е м я  в о с п р о и з в е д е н и я  р еш ен и я  в ы б р а н о  равны м д е с я т и  се^ 
к у н д а м . Д л я  р е ш ен и я  з а д а ч и  т р е б у ю т с я  д в е  маш ины  М Н - 7 .  
О п е р а ц и о н н ы е  бл ок и  д о п о л н и т е л ь н о й  м аш ины  о т м ечен ы  звез^  
д о ч к а м и .
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Задачи. Разработать коммутационные схемы АВМ МН-7 для воспроиз
ведения изгиба балок, показанных на рис. 17.11. Моменты инерции сечений 
балок меняются по их длине согласно выражению 3f (О где /(О  —

1 I

■ш Ш \

з а

3)

м

5 )

1. i(t!=1+cos / i t
2. i( th e x p h t)
3. i(t h Z -t z
ft U th Z (M )-1 
& i ( t h 2 ( / + t ! - !

0,!ft 0,7 1,0 t

безразмерная функция. Для консольных балок I) — 3) функции i(t) приведены 
на рис. 17.12. Для балок, опирающихся на опоры 4) — 6),  функции i(t) показа
ны на рис. 17.13. Вид сплошной нагрузки <7(0 = <7maxQ(0 для балок 2), 4), 6) 
представлен на рис. 17.14; Q(t)  — безразмерная функция
19 д . С* Урмаее
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§ 6. Эпюры силы и моментов — разрывные функции

В о  в с е х  р а с с м о т р е н н ы х  н и ж е  п р и м е р а х  эп ю р ы  п о п ер еч н ы х  
сил  и и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  M ( t )  с о д е р ж а т  р а зр ы в ы  непреры в»  
н ости  п е р в о г о  р о д а  в в и д е  к он еч н ы х ск а ч к о в  в т о ч к а х  п р и л о ж е 
ния с о с р е д о т о ч е н н ы х  сил и п а р  сил .

П р и м е р  1. Б а л к а  е д и н и ч н о й  д л и н ы  ш а р н и р н о  о п и р а е т с я  
по к р а я м  на о п о р ы  (р ис .  17.15, а ) ) ,  у  —  а б с ц и с с а  п р и л о ж е н и я  
с о с р е д о т о ч е н н о й  силы  Р,  0 < к - < 1 .  С о с т а в и т ь  к о м м у т а ц и о н н у ю  
с х е м у  А В М ,  в о с п р о и з в о д я щ у ю  эп ю р ы  п о п е р еч н о й  сил ы  S ( t )  
и и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  M ( t ) .

5 6] ©ПЮРЫ СИЛЫ И МОМЕНТОВ — РАЗРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ ч t , 291

б)

Рис. 17.15.

К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  А В М  п о к а з а н а  на рис. 17.15, б ) .  О н а  
с о с т о и т  из д в у х  ч а стей . П е р в а я  с п о м о щ ь ю  н е л и н е й н о г о  б л о к а  
и и н т е г р а т о р а  в о с п р о и з в о д и т  э п ю р у  S ( / )  д л я  л ю б о г о  к из у к а 
з а н н о г о  д и а п а з о н а .  В т о р а я  часть  сх ем ы  в о с п р о и з в о д и т  и з г и б а ю 
щ и й  м о м е н т  пу т ем  р еш ен и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я

Т а б л и ц а  3

Перемен
ная

Максимальное 
значение пе

ременной
Величина мас

штаба
Обозначение
масштаба

S Р 100/Я ms
м Р/2 200/Р т м

M ' ( / ) = S ( / ) ,  М  (0 )  = 0 .  Д о п о л н и т е л ь н ы й  и н т е г р а т о р ,  в ы х о д  ко* 
т о р о г о  з а в е д е н  на в х о д  сх ем ы  п р о г р а м м н о г о  у п р а в л е н и я ,  о б е с п е 
чив ает  п р е р ы в а н и е  п р о ц е с с а  р е ш е н и я  в м о м е н т  в р ем ен и ,  с о о т в е т 
ст в у ю щ и й  п р а в о м у  к он ц у  б а л к и .  Р а с ч е т  к о э ф ф и ц и е н т о в  п е р е д а ч и  
б л о к о в  п р о в е д е н  на о с н о в е  о п р е д е л е н и я  м а с ш т а б о в  п е р е м е н 
ны х S ( t )  и M ( t ) .  В е с ь  р а с ч е т  м а с ш т а б о в  вы п о л н е н  в т а б л .  3.

М а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  п о п ер еч н о й  силы  с о о т в е т с т в у е т  ^ = 0  
или т = 1 .  М а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  соответ*
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с т в у е т  y =  1/2. К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  п о зв о л я е т  в о с п р о и зв е ст и  
S ( t )  и M ( t )  д л я  л ю б о г о  м еста  п р и л о ж е н и я  н а г р у зк и ,  при этом  
в р е м я  в о с п р о и з в е д е н и я  р а в н о  о д н о й  с е к у н д е .

П р  и м е р  2. С х е м а  н а г р у зк и  б а л к и  п о к а з а н а  на рис. 17.16, а ) ,  
г д е  п р и в е д е н а  и э п ю р а  п о п ер еч н о й  силы . Н а  этой  с х е м е  вел.ичина  
Р с о о т в е т с т в у е т  д л и н е  у ч а ст к а  б а л к и ,  на котор ой  д е й с т в у е т  
с п л о ш н а я  н а г р у з к а  п о с т о я н н о й  пл от н о сти  q. В ел и ч и н а  ч с о о т в е т 
с т в у е т  а б с ц и с с е  с ер е д и н ы  о т р е з к а  р. В е л и ч и н а  ^  =  -{(1 —  р ) + р / 2  
с о о т в е т с т в у е т  а б с ц и с с е ,  гд е  S ( t )  (п о п е р е ч н а я  с и л а )  р а в н а  н ул ю .

Рис. 17.1C

В е л и ч и н а  S 0= q ^ \ .  С о ст а в и т ь  к о м м у т а ц и о н н у ю  с х е м у  А В М  д л я  
в о с п р о и з в е д е н и я  эп ю р  S ( t )  и M { t ) .

К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  (рис. 17.16, б ) )  А В М  с п о м о щ ь ю  
и н т е г р а т о р а  и сх ем ы  о г р а н и ч е н и я  в о с п р о и з в о д и т  ф у н к ц и ю  S ( t )  
в м а с ш т а б е  т а. П о с л е д у ю щ е е  р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в 
нен и я  М ' (t )  = S  ( ( ) ,  М  (0 )  = 0  с п о м о щ ь ю  о д н о г о  и н т ег р а т о р а  
П о зво л яет  в о с п р о и зв е с т и  ф у н к ц и ю  M { t ) .

К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  п о з в о л я е т  и с с л е д о в а т ь  р а с п р е д е л е 
н ие  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  и п о п ер еч н о й  силы  в р а зл и ч н ы х  с е ч е 
н и я х  б а л к и ,  при л ю б о й  д л и н е  сп л о ш н о й  н а г р у зк и  (о т р е з к а  р) 
и в л ю б о м  е е  м е с т е  р а с п о л о ж е н и я  на б а л к е .

О п р е д е л е н и е  м а с ш т а б о в  п р е д с т а в л е н и я  п е р е м е н н ы х  S ( t )  
ш М О )  м а ш и н н ы м и  п е р е м е н н ы м и  в ы п о л н ен о  в т а б л .  4 д л я  з н а 
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чений ( 1 = 1 ,  y = 1 / 2 ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  м а к с и м а л ь н о  в о з м о ж н ы м  
зн а ч е н и я м  п о п ер еч н ы х  сил и и з г и б а ю щ и х  м о м ен т о в .

П р и м е р  3. Б а л к а  е д и н и ч н о й  дл и н ы , о п и р а ю щ а я с я  по 
к о н ц а м , н а г р у ж е н а  с о с р е д о т о ч е н н о й  п а р о й  сил м о м е н т а  Ж  
(рис. 17.17, а ) ) .  В о с п р о и з в е с т и  на А В М  эп ю р ы  п о п е р еч н о й  
силы  S ( t )  и и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  M ( t ) .

Т а б л и ц а  4

П ере- 
ме иная

М акси
мальное 
значение 
перемен

но и

Величина
масштаба

Обозначе
ние мас
штаба

5 q /2 200lq m s
М q/S 800 lq гпм

С х е м а  н а г р у зк и  б а л к и  и э п ю р а  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  п р е д 
ст а в л ен ы  на рис. 17.17, а) .  И з  эп ю р ы  ви дно , что о н а  м о ж е т  
бы ть п р е д с т а в л е н а  как с у м м а  д в у х  эп ю р  M i ( 0  и М 2 ( / ) .  Т р е б у е 
м ая  ф ун к ц и я  M ( t )  р е а л и з у е т с я  путем  с л о ж е н и я  (р ис .  17.17, б ) ) .

Рис. 17.17.

При р а сч ет е  м а с ш т а б о в  (т а б л .  5) бы л о  у чтен о , что вел ич ина  
и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  не м о ж е т  п р е в о с х о д и т ь  м о м е н т а  пары  
сил Л ,

Т а б л и ц а  5

Пере
менная

Максима
льная ве
личина пе
ременной

Вели чина 
масштаба

О бозначе
ние мас
штаба

М Л 100 Л тм
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С х е м а  п р о г р а м м н о г о  у п р а в л е н и я  о б е с п е ч и в а е т  п р ер ы в а н и е  
п р о ц е с с а  в о с п р о и з в е д е н и я  M ( t )  в м о м е н т  в р ем ен и  / = 1 .

В  п р и м е р а х  1, 2, 3 мы р а с с м о т р е л и  п р о с т е й ш и е  с х е м ы  н а г р у з 
ки б а л о к  и с о о т в е т с т в у ю щ и е  им к о м м у т а ц и о н н ы е  сх ем ы . Б о л ь 
ш о е  ч и сл о  б о л е е  с л о ж н ы х  з а д а ч  у д а е т с я  св ест и  к к о м б и н а ц и и  
э т и х  п р о с т е й ш и х .  О с н о в у  т а к о г о  с в е д е н и я  с о с т а в л я е т  прин цип  
с у п е р п о з и ц и и .  П о я с н и м  см ы сл  э т о г о  п р и н ц и п а  п р и м е н и т е л ь н о  к 
р а с с м а т р и в а е м ы м  з а д а ч а м .

П у с т ь  н е к о т о р а я  б а л к а  н а г р у ж е н а  с о с р е д о т о ч е н н о й  си л ой  Я,  
р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у зк о й  п л от н о сти  q и с о с р е д о т о ч е н н о й  п а р о й  
сил  с  вел и ч и н ой  м о м е н т а  Ж .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  S ( t )  ф у н к ц и ю ,  
о п и с ы в а ю щ у ю  р а с п р е д е л е н и е  п о п ер еч н о й  силы  по сеч ен и я м  
в д о л ь  б а л к и  п о д  д е й с т в и е м  эт о й  с л о ж н о й  н а г р у зк и .  А н а л о г и ч н о  
ч е р е з  M ( t )  о б о з н а ч и м  ф у н к ц и ю , о п и с ы в а ю щ у ю  в ел ич ину  и зг и 
б а ю щ е г о  м о м е н т а ,  в ы з в а н н о г о  д е й с т в и е м  с л о ж н о й  н а г р у зк и .  
П р и н ц и п  с у п е р п о з и ц и и  у т в е р ж д а е т ,  что

M ( t ) = M P( t ) + M q( t ) + M u ( t ) % S ( t ) = S P( t ) + S q( t ) + S M( t ) ,

г д е  M P( t ) ,  M q( t ) y M M( t ) — с о о т в е т с т в е н н о  и з г и б а ю щ и е  м ом енты  
в с е ч е н и я х  б а л к и ,  в ы зв а н н ы е  д е й с т в и е м  т о л ь к о  с о с р е д о т о ч е н н о й  
силы , т о л ь к о  р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у зк и  и с о с р е д о т о ч е н н о й  пары  
сил. А н а л о ги ч н ы й  см ы сл  и м ею т  и ф у н к ц и и  S P( t ) ,  S q( t ) ,  S M( / ) .  
Д р у г и м и  с л о в а м и ,  на А В М  м о ж н о  в о с п р о и зв е с т и  о т д е л ь н ы е  
эп ю р ы  п о п ер еч н ы х  сил и м о м ен т о в  от Я, q , М, а пото м  их а л г е 
б р а и ч е с к и  с л о ж и т ь  д л я  п о л у ч ен и я  р е з у л ь т и р у ю щ и х  эп ю р .

Т а к и м  о б р а з о м ,  с т р у к т у р н ы е  и к о м м у т а ц и о н н ы е  сх ем ы , с о 
о т в е т с т в у ю щ и е  к о м б и н и р о в а н н ы м  н а г р у з к а м ,  м ог ут  с о с т а в л я т ь ся  
из с т р у к т у р н ы х  с х ем ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  просты м  в и д ам  н а г р у 
ж е н и я .

П р и м е р  4. С х е м а  н а г р у ж е н и я  б а л к и  п о к а з а н а  на  
рис. 17.18, а ) .  Б а л к а  и м ее т  ед и н и ч н у ю  д л и н у  и п е р е м е н н у ю  ж е с т 
кость  E & ( t ) .  Н а  р а сс т о я н и и  O ^ ^ ^ l  от л е в о й  опор ы  д е й с т в у е т  
с о с р е д о т о ч е н н а я  си л а  Я. Т р е б у е т с я  з а п р о г р а м м и р о в а т ь  А В М  
М Н - 7  д л я  в о с п р о и з в е д е н и я  картины  п р о г и б о в  и п о в о р о т о в  с е ч е 
ний б а л к и ,  есл и  ж е р т к о ст ь  м ен я етс я  в с о о о т в ет ст в и и  с ф у н к ц и ей  
Е У  ( / )  = E 3 f mini ( t ) ,  г д е  i ( t )  =  1 + 0 , 2 5  s in  n t  —  з а д а н н а я  б е з р а з 
м е р н а я  ф ун к ц и я .

И з г и б  б а л к и  о п и сы в а ет с я  с л е д у ю щ е й  к р аев о й  з а д а ч е й :

E 3 T ( t ) y " ( t ) = M ( t ) ,  у ( 0 ) = у ( 1 ) = 0 у

к о т ор о й ,  в с а м о м  о б щ е м  в и д е ,  с о о т в е т с т в у е т  с т р у к т у р н а я  с х е м а  
А В М ,  п р е д с т а в л е н н а я  .на рис. 17.4, а) .  О т м ет и м , что M ( t )  д л я  
т а к о го  с л у ч а я  н а г р у ж е н и я  б а л к и  в о с п р о и з в о д и л с я  н а м и  в п ер в ом  
п р и м е р е  эт о г о  п а р а г р а ф а ,  a i ( t )  в о с п р о и з в о д и л а с ь  в § 5. В о к о н 
ч а т ел ь н о м  в и д е  ст р у к т у р н а я  с х е м а  п р е д с т а в л е н а  на рис. 1 7 . 1 8 ,6 ) .
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С х е м а  р е а л и з у е т  р е ш е н и е  си ст ем ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  

y " / ( t ) = - K [ E y inlni ( t ) y " ( t ) - M ( t ) ] 1 у ( 0 )  = у ( \ )  = у "  (0)  = 0 ;

Г ( / )  =  я 2 [ 1 - * ( 0 ] .  / ( 0 )  =  1, / '  (0) - ( 1 7 .2 5 )

Н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  у и н т е г р а т о р а ,  в ы р а б а т ы в а ю щ е г о  п е р е м е н н у ю  
— y ' ( t ) ,  не о п р е д е л е н о .  Д л я  о п р е д е л е н и я  н е д о с т а ю щ е г о  н а ч а л ь 
ного  у с л о в и я  у ' ( 0 )  н е о б х о д и м о  п р о в ести  р е д у к ц и ю  к р а ев о й  з а 
д ач и  к з а д а ч е  К ош и . П р о г р а м м н ы й  о с т а н о в  по у с л о в и ю  / = 1

%

гА 1,0

а )

а в т о м а т и ч ес к и  п р е р ы в а е т  п р о ц е с с  в о с п р о и з в е д е н и я  р е ш ен и я  в 
м о м е н т  д о с т и ж е н и я  п р а в о й  о п о р ы  б а л к и .

Д л я  р а с ч е т а  м а с ш т а б о в  п е р е м е н н ы х  в к а ч ес т в е  м а с ш т а б н о й  
з а д а ч и  в о з ь м е м  ту  ж е  с а м у ю  с х е м у  н а г р у ж е н и я  б а л к и  с той  л и ш ь  
р а зн и ц е й ,  что ж е с т к о с т ь  б а л к и  б у д е т  п о ст о я н н о й  и р ав н ой  

Р е ш а я  а н а л и т и ч еск и  м а с ш т а б н у ю  з а д а ч у ,  н а х о д и м ,  что
р  , р

li/maxi <  штг, ------- , \Ути*\ <  Тггъ ^—  • Р а с ч е т  м а с ш т а б о в  всех
min

п е р е м е н н ы х  д а н  в т а б л .  6.
К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  А В М  М Н - 7 ,  в о с п р о и з в о д я щ а я  р е ш е 

ни е  си стем ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  ( 1 7 .2 5 ) ,  п р е д с т а в л е н а  
на рис. 17.19. С х е м а  в о с н о в н о м  п о в т о р я е т  с т р у к т у р н у ю  с х е м у .  
О тл и ч и я  сх ем ы  вы званы  о с о б е н н о с т я м и  вк л ю ч ен и я  б л о к а  п е р е 
м н о ж е н и я  в м а ш и н е  М Н -7 ,  а т а к ж е  с п о с о б о м  о р г а н и з а ц и и  п р о 
г р а м м н о г о  о с т а н о в а .  В к о м м у т а ц и о н н о й  с х е м е  п р о г р а м м н ы й  
о с т а н о в  о р г а н и з о в а н  с в ы х о д а  и н т е г р а т о р а  5  по  у с л о в и ю ,  к о г д а  
в ы х о д н о е  н а п р я ж е н и е  д о с т и г н е т  зн а ч е н и я  + Р Ю  ( 1 — ^ ) , ч т о  соо т -
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в е т с т в у е т  д о с т и ж е н и ю  п р а в о й  опор ы  б а л к и .  Т ак о й  с п о с о б  о р г а н и 
з а ц и и  п р о г р а м м н о г о  о с т а н о в а  п о з в о л я е т  о б о й т и с ь  ш ест ь ю  и н т ег 
р а т о р а м и  и, с л е д о в а т е л ь н о ,  и с п о л ь зо в а т ь  все г о  о д н у  м а ш и н у  М Н - 7 .

Т а б л и ц а  6

Переменная Максимальная величина 
переменной Масштаб переменной Обозначение

масштаба

S Р 00/р ms
М Р / 2 200/ Р тм
У" P/(2£.?min ) т Е д г т\п/ Р ту 2
У' Р / ( \ 0 Е $  min) 000Е{у min/ Р ту'.

У Р / { 4 0 Е & min) 4000£/7 min/ Р т уо
1 1,25 00/1,25 — 80 т/о

V л/4 400/л тп

К о э ф ф и ц и е н т ы  п е р е д а ч и  а  и р п о т е н ц и о м е т р о в ,  с т о я щ и х  на  
в х о д е  у с и л и т е л я  9, д о л ж н ы  бы ть вы бр ан ы  из у с л о в и я  с о г л а с о в а 
ния м а с ш т а б о в .  П р о в е д е м  э т о  с о г л а с о в а н и е .  Д л я  эт о го  з а п и ш е м  
а н а л и т и ч е с к о е  в ы р а ж е н и е  д л я  эл е к т р и ч е с к и х  н а п р я ж е н и й  на

в х о д е  у с и л и т е л я  9: ( t ) y " ( t ) / \ 0 0 — a m MM ( t )  = 0 .  П е р е 
н о ся  все  м а с ш т а б ы  и к о эф ф и ц и е н т ы  к п е р в о м у  с л а г а е м о м у ,
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п о л у ч а е м

Р m y2m i0  
а  т^ -Ю О (17.26)

Е с л и  ср а в н и т ь  т е п ер ь  к о э ф ф и ц и е н т ы  при с л а г а е м ы х  в в ы р а ж е н и и  
(1 7 .2 6 )  и в E 3 f mji i ( t ) y " ( t ) — М  ( / )  = 0 ,  то  п о л у ч и м

О т с ю д а  [ 5 = 1 , 2 5  а  и, е сл и  п о л о ж и т ь  [ 5 = 1 ,  п о л у ч а е м  а = 0 , 8 .  Н а  
э т о м  за к а н ч и в а е т с я  р а з р а б о т к а  к о м м у т а ц и о н н о й  сх ем ы .

З а д а ч и .  1. Для балок единичной длины, показанных на рис. 17.20, 1) — 
5), разработать блок-схемы АВМ, воспроизводящие эпюры поперечной силы 
S( t )  и изгибающего момента M(t) .

2. Для исследования прогибов консольных балок единичной длины 
(рис. 17.20, 1)—4)) разработать коммутационные схемы, ориентируясь на ма

шину МН-7. Моменты инерции сечений балок переменны по ее длине (t) — 
—Э mini(/), где 1 ( 0 — безразмерная функция. Различные виды t(0  даны на 
рис. 17.12.

3. Разработать коммутационные схемы АВМ для исследования прогиба 
балки единичной длины (рис. 17.20, 6)) .  Момент инерции сечения балки меняет- 
ся по ее длине 2f  ( t)  = У тт i ( 0 -  Безразмерные функции i ( t )  даны на рис. 17.13. 
Сплошная нагрузка плотностью q ( t ) = q maxQ (0  действует на балку. Безразмер
ные функции Q(t)  даны на рис. 17.14, р = q шах*

Р

0<у<1, 0<]3< 1
2) 0< у < 1;0<J3<1; 0<уг < 1 

5) Р

Рис. 17.20.
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Р Е Ш Е Н И Е  ЗАДАЧ Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О ГРА М М И РО В А Н И Я

§ 1. Постановка задач линейного программирования

З а д а ч и  м а т е м а т и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  (п л а н и р о в а н и я )  
св я за н ы  с в о п р о с а м и  э ф ф е к т и в н о г о  и с п о л ь зо в а н и я  или р а с п р е 
д е л е н и я  о г р а н и ч е н н ы х  р е с у р с о в  » д л я  д о с т и ж е н и я  ж е л а е м ы х  
цел ей .

П о т р е б н о с т ь  в р а з р а б о т к е  н а и л у ч ш е г о ,  в н е к о т о р о м  с м ы с 
л е ,  с п о с о б а  п о в е д е н и я  (п л а н а )  в о з н и к а е т  во всех  с т о р о н а х  ч е л о 
в еч еск о й  д е я т е л ь н о с т и .  П о э т о м у  в п р а к т и к е  с ф е р а  п р и л о ж е н и я  
м е т о д о в  м а т е м а т и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  о г р о м н а .

Л и н е й н о е  п р о г р а м м и р о в а н и е  —  ч а ст н а я  и н а и б о л е е  п р о с т а я  
ветвь м а т е м а т и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я .  О т л и ч и т ел ь н а я  е е  о с о 
б е н н о с т ь  в т ом , что о н а  п р и м е н и м а  к п р о ц е с с а м ,  к от о р ы е о п и с ы 
в а ю т ся  л и н ей н ы м и  а л г е б р а и ч е с к и м и  в ы р а ж е н и я м и .  В о б щ е м  в и д е  
з а д а ч у  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  с ф о р м у л и р у е м  п р и м е н и 
т е л ь н о  к п л а н и р о в а н и ю  н ек о т о р о г о  п р о и з в о д с т в а .

П у с т ь  в д а н н ы й  м о м е н т  в р ем ен и  п р е д п р и я т и е  р а с п о л а г а е т  
о п р е д е л е н н ы м  к о л и ч ест в о м  р е с у р с о в  р а з н о г о  р о д а .  П о д  р е с у р с а 
ми п о н и м а ю т  сы рье, о б о р у д о в а н и е ,  л ю д с к и е  р е с у р с ы  —  к о н т и н 
гент р а б о ч и х  и с л у ж а щ и х  д а н н о г о  п р е д п р и я т и я .  В с е  эти р е с у р 
сы м о г у т  бы ть и сп о л ь зо в а н ы  д л я  п р о и з в о д с т в а  с а м ы х  р а зл и ч н ы х  
и зд е л и й .  П р и  э т о м  и зв ест н о ,  ск о л ь к о  е д и н и ц  /-го  р е с у р с а  т р е б у е т 
ся д л я  п р о и з в о д с т в а  о д н о й  ед и н и ц ы  /-г о  и зд е л и я ,  и и зв ес т ен  д о 
х о д ,  к отор ы й  п о л у ч а е т  п р е д п р и я т и е  от р е а л и з а ц и и  к а ж д о й  е д и 
ницы п р о и з в о д и м о г о  и зд е л и я  / -го  типа . П р и  п л а н и р о в а н и и  
р а б о т ы  п р е д п р и я т и я  ц е л е с о о б р а з н о  в ы п уск ать  т а к у ю  к о м б и 
н а ц и ю  р а зл и ч н ы х  и зд ел и й ,  к о т о р а я  о б е с п е ч и л а  бы м а к с и м а л ь н ы й  
д о х о д .

Д л я  вы в о д а  н е о б х о д и м ы х  м а т е м а т и ч е с к и х  с о о т н о ш е н и й  в в е 
д е м  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я :  т  —  числ о  типов р е с у р с о в ;  п  —* 
ч д с л о  р а зл и ч н ы х  и зд ел и й ;  —  ч исл о  е д и н и ц  / - го р е с у р с а ,  н е 
о б х о д и м о е  д л я  п р о и з в о д с т в а  о д н о г о  / - г о  и зд е л и я ;  Ь{ —  м а к с и 
м а л ь н о е  ч и сл о  е д и н и ц  /-го  р е с у р с а ,  и м е ю щ е г о с я  в р а с п о р я ж е н и и  
п р ед п р и я т и я ;  с3 —  д о х о д  от р е а л и з а ц и и  о д н о г о  и з д е л и я  / - г о  типа;  
& —  з а п л а н и р о в а н н о й  у р о в е н ь  п р о и з в о д с т в а  и з д е л и й  / - г о  типа .  
Н а б о р  ч и сел  ( i i ,  * 2, * м ,  м  м  х п) н а з ы в а ю т  о б щ и м  п л а н о м
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В п р о ц е с с е  п р о и з в о д с т в а  п р о и с х о д и т  и с п о л ь з о в а н и е  р е с у р с о в ,  
при эт о м  о б щ и й  п л ан  п р о и з в о д с т в а  д о л ж е н  бы ть д о п у с т и м ы м  
по р е с у р с а м ,  т. е. к о л и ч ес т в о  i -го р е с у р с а ,  и с п о л ь з у е м о г о  с о г л а с 
но п л а н у  (х и х 2, . . . ,  Хп)> не д о л ж н о  п р е в о с х о д и т ь  н ал и чи я  b t. 
И н а ч е  г о в о р я ,  д л я  /-го  р е с у р с а  с п р а в е д л и в о  л и н е й н о е  н е р а в е н с т в о

+Я»2*2 +  » • . +

В э т о м  н е р а в е н с т в е  о т р и ц а т е л ь н ы е  зн а ч е н и я  х,  не  и м е ю т  п р а к 
т и ч ес к о г о  с м ы сл а ,  п о э т о м у  п о т р е б у е м ,  чтобы  все  х ^ О  д л я  
/ =  1, 2 , . . . ,  п.  Д о х о д ,  п о л у ч а е м ы й  от  р е а л и з а ц и и  Xj е д и н и ц  и з 
д е л и й  / - го типа , б у д е т  р а в е н  CjXj. В е с ь  д о х о д  в р е з у л ь т а т е  р е а л и 
з а ц и и  в сех  и з д е л и й  б у д е т  z ( x u х 2у . . х п) = c lx i + c 2x + . . , + с пх п.

З а д а ч а  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  с о с т о и т  в о т ы ск а н и и  
т а к о г о  д о п у с т и м о г о  п л а н а  ( х и х 2, . . . ,  * п) ,  к оторы й  о б р а щ а л  бы  
в м а к с и м у м  ф у н к ц и ю  д о х о д а  z ( x u х 2у. . . ,  х п).

Т ак и м  о б р а з о м ,  м а т е м а т и ч е с к и  о п т и м а л ь н о е  п л а н и р о в а н и е  
п р о и з в о д с т в а  с в о д и т с я  к п о д б о р у  т ак о й  си ст ем ы  чисел  х и  
х 2, . . . ,  х п> у д о в л е т в о р я ю щ и х  н е р а в е н с т в а м

Xj&sO-, / = 1 ,  2 , . . . .  п;
(1 8 .1 )

Q(iXi-\-cii2X2-\-. . < =  1, 2,  . . т ,

чтобы  л и н е й н а я  ф о р м а
П

г  (дг1( х 2, . . . ,  х п) =  2  CjXj (18 .2 )

д о с т и г а л а  м а к с и м а л ь н о г о  зн а ч е н и я .
П р а к т и ч е с к о е  и с п о л ь з о в а н и е  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  

ч а сто  н а т а л к и в а е т с я  на н ет о ч н ост ь  и с х о д н ы х  ч и сл ов ы х  п а р а 
м ет р ов  р е ш а е м о й  з а д а ч и .  П о э т о м у  б ы в а е т  оч ен ь  в а ж н о  и зуч ить  
п о в е д е н и е  р еш ен и я  з а д а ч и  при н е к о т о р о й  в а р и а ц и и  ее  ч и сл ов ы х  
д а н н ы х .  Т а к и е  и с с л е д о в а н и я  п р е д с т а в л я ю т  с а м о с т о я т е л ь н ы й  и 
е щ е  п л о х о  р а з р а б о т а н н ы й  р а з д е л  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я ,  
н а зы в а е м ы й  п а р а м е т р и ч е с к и м  л и н ей н ы м  п р о г р а м м и р о в а н и е м .

П р и  р еш е н и и  з а д а ч  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  на А В М  
в с е г д а  м о ж н о ,  п у т ем  н а д л е ж а щ е г о  и зм е н е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  
п е р е д а ч и  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в ,  и с с л е д о в а т ь  ч у в ств и тел ь н о ст ь  
о п т и м а л ь н о г о  п л а н а  к в а р и а ц и и  ч исл ов ы х п а р а м е т р о в  р е ш а е м о й  
за д а ч и .

§  2. Г р а д и е н т н ы е  м е т о д ы  р еш е н и я

Э ф ф е к т и в н ы е  п р и ем ы  р е ш ен и я  на А В М  з а д а ч  л и н е й н о г о  п р о 
г р а м м и р о в а н и я  о с н о в а н ы  на и с п о л ь зо в а н и и  г р а д и ен т н ы х  м е т о 
д о в  о т ы с к а н и я  э к с т р е м у м о в  ф у н к ц и о н а л о в  при  н а л и ч и и  о г р а н и 
чений (§  4  гл. 1 0 ) ,
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Д л я  у д о б с т в а  п о с л е д у ю щ е г о  м а с ш т а б и р о в а н и я  м а т е м а т и ч е 
с к и х  п е р е м е н н ы х  в ы р а ж е н и я  (1 8 .1 )  и (1 8 .2 )  з а п и ш е м  в с л е д у ю 

щ и х  о б о з н а ч е н и я х

С н а ч а л а  н а й д е м  п е р в у ю  м о д и ф и к а ц и ю  г р а д и е н т н ы х  у р а в н е 
ний, д л я  чего  в о с п о л ь з у е м с я  в с п о м о г а т е л ь н ы м  ф у н к ц и о н а л о м  
( 1 0 .8 2 ) ,  т. е.

С у ч ет о м  ( 1 8 .3 ) ,  (1 8 .4 )  и (1 0 .8 3 )  п о л у ч а е м  и с к о м у ю  с и с т е м у  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й :

В в ы р а ж е н и и  (1 8 .5 )  не уч и ты ва л и сь  ог р а н и ч ен и я  ви да  х ^ О ,  так  
как с о г л а с н о  § 4 гл. 10 их р е а л и з а ц и я  на А В М  не п р е д с т а в л я е т  
о с о б о г о  т р у д а .  Т р е б у е т с я  л иш ь  д о п о л н и т е л ь н а я  о б р а т н а я  св я зь  
в в и д е  д и о д а ,  в к л ю ч ен н о г о  с в ы х о д а  на в х о д  О У , в ы р а б а т ы в а ю 
щ е г о  п е р е м е н н у ю  х 5.

Е сл и  ж е  в о с п о л ь зо в а т ь с я  в с п о м о га т ел ь н ы м  ф у н к ц и о н а л о м

ТО п о л у ч а е м  в т о р у ю  м о д и ф и к а ц и ю  г р а д и ен т н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь 
ны х у р а в н е н и й ,  о б е с п е ч и в а ю щ и х  р е ш е н и е  з а д а ч и  (1 8 .3 ) ;

/1

(1 8 .3 )

gi(x ) =  1 — 2 ^ 7  > 0 .  * =  !> 2 , . . . ,  т, Х у > 0 ,  (18.4)

I (х) =  у г  (х) —  - у  ^  l , g j  (х) sg n  g i  (х) .
i=z l

(1 8 .5 )

/ = 1 , 2 , . . ., n.

(10.84), т. e.
m

I (x) =  y z  (x) -  2  я,,- |g, (* ) |  sg n  gi  (x)
1 =  1
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§ 3. Пример

П р о и л л ю с т р и р у е м  м е т о д и к у  п р о г р а м м и р о в а н и я  А В М  д л я  
в о с п р о и з в е д е н и я  р еш ен и я  з а д а ч  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  н а  
п р и м е р е  с л е д у ю щ е й  про стой  з а д а ч и .

Т р е б у е т с я  п ост р ои т ь  с х е м у  А В М  д л я  м а к с и м и з а ц и и  л иней*  
ной ф о р м ы

г (xv  х 2) =  —  +  —' 1 27 а, аа
при о г р а н и ч е н и я х

g ( x v  хй) =  1 —  —  > 0 ,  * i > 0 ,  х 2 >  0 .
а 11 а 12

В о с п о л ь з у е м с я  с н а ч а л а  ф у н к ц и о н а л о м  (1 0 .8 4 )  и н а й д е м  в 
с о о т в ет ст в и и  с (1 8 .6 )  с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  
о п и с ы в а ю щ и х  д в и ж е н и е  и з о б р а ж а ю щ е й  точки в п л о с к о с т и  Х\ОХ^ 
Э та  с и с т е м а  б у д е т  такой:

= - L  _  l _ s g n / i  _  £ i _ _
dt a , csn [ l a „  a „  ) '

= J L - i - s g n f l
a ,  a la & V a n a i« /

* i ^ 0 ;  -v2^ 0 ;  a' i (0 ) = . v 2 (0 ) = 0 .

I f
(18.7)

С т р у к т у р н а я  с х е м а  A B M , с о о т в е т с т в у ю щ а я  у р а в н е н и я м  ( 1 8 . 7 ) f 
п р е д с т а в л е н а  на ряс. 18.1.

Bspi- сси ~a r:l

Рис. 18.1 iic. 18.2.

С х е м ^  с о д е р ж и т  д в а  и н т е г р а т о р а ,  в ы р а б а т ы в а ю щ и х  п е р е м е н 
ные At > 0  и х 2> 0 .  И н т е г р и р у ю щ а я  ем к о с т ь  к а ж д о г о  и н т е г р а 
т о р а  ш у н т и р у е т ся  д и о д а м и ,  в с л е д с т в и е  чего  на в ы х о д е  и н т е г р а 
т о р а  в ы р а б а т ы в а ю т с я  т оль к о  п о л о ж и т е л ь н ы е  зн а ч е н и я  п е р е м е н 
ных х \,  * 2- Р а б о т а  о ст а л ь н ы х  э л е м е н т о в  сх ем ы  ви дна  из р и с у н к а .
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К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  А В М  М Н - 7  д л я  ч аст н о й  з а д а ч и  
м а к с и м и з а ц и и  л и н ей н о й  ф о р м ы  ;

z ( x  1, * 2) = * 1+ 2*2 ,.(18.8)

при  о г р а н и ч е н и я х

* 1 + * 2 ^ 1 ;  * 1 ^ 0 ;  * 2 ^ 0 ,  (18.9)

п о к а з а н а  на рис. 18.2. Т о п о л о г и я  к о м м у т а ц и о н н о й  сх ем ы  п о в т о 
р я е т  т о п о л о г и ю  с т р у к т у р н о й  с х ем ы  рис. 18.1.

П о т р е б н о с т и  в м а с ш т а б и р о в а н и и  при р еш ен и и  з а д а ч  л и н е й 
н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  п р ак т и ч еск и  не в о з н и к а ет .  В е л и ч и н е  y 
с о о т в е т с т в у е т  э л е к т р и ч е с к о е  н а п р я ж е н и е  100^, п о л у ч а е м о г о  с вы 
х о д а  д е л и т е л я  н а п р я ж е н и я  Д .  В е л и ч и н а  к о э ф ф и ц и е н т а  п е р е д а ч и  
д е л и т е л я  Д  п о д б и р а е т с я  в п р о ц е с с е  р еш ен и я  з а д а ч и  на  А Ц М .

М о ж н о  р а с с м а т р и в а е м у ю  з а д а ч у  р еш и т ь  д р у г и м  м е т о д о м .
Д л я  э т о г о  в о с п о л ь з у е м с я  п ер в о й  м о д и ф и к а ц и е й  г р а д и е н т н ы х
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  ( 1 8 .5 ) ,  к о т о р ы е  п р и м у т  вид:

J L + A f i _  £ L _ J i \ s g n ( l - ^ —dt а х а п  \  а п а 12/ \  а 12/

^  =  —  +  —  ( 1  —  —  —  - ^ W n f l  —  —  -^-Y, ( 1 8 . 1 0 )
dt а 2 а 12\ а и. а 12/ \  а и а 12 /

* 1 ^ 0 ;  * 2 ^ 0 ;  *1 (0 ) = Х о (0 ) = 0 .

С т р у к т у р н а я  с х е м а  А В М , с о о т в е т с т в у ю щ а я  ( 1 8 .1 0 ) ,  и з о б р а ж е н а  
н а  рис.  18.3, а ) .  К о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  м а ш и н ы  М Н - 7  д л я  
ч а ст н о г о  сл у ч а я  ( 1 8 .8 ) ,  (1 8 .9 )  п о к а з а н а  на рис. 18.3, б ) .

M f -QL{1~aiZ)s9n(1

а) Рис. 18.3

+ЮОВ 4

С д е л а е м  н ек о т о р ы е  з а м е ч а н и я  о б  а п п а р а т у р н о й  р е а л и з а ц и и  
з а д а ч  л и н е й н о г о  програхм м ирования  на А В М . К а к  э т о ' с л е д у е т  
из у р а в н е н и й  ( 1 8 .5 ) ,  (1 8 .6 )  и р а с с м о т р е н н о г о  п р и м е р а ,  о б е  м о 
д и ф и к а ц и и  г р а д и е н т н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  п р и м е р н о  
р а в н о ц ен н ы  по числ у  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в ,  н е о б х о д и м ы х  д л я
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в о с п р о и з в е д е н и я  за д а ч и .  Т ак , в о б щ е м  с л у ч а е  п е р в а я  м о д и ф и к а 
ция т р е б у е т  п + 2 т -{ -2 р  о п е р а ц и о н н ы х  у с и л и т е л е й  т о к а .  З д е с ь  п  «  
ч и с л о  п е р ем е н н ы х , т  —  ч и сл о  01р а н и ч ен и й ,  р  —  ч и сл о  о т р и ц а 
т ел ь н ы х величин с р е д и  чисел  a ijt К р о м е  т о го ,  н е о б х о д и м ы  д и о д ы ,  
ч и сл о  котор ы х р а в н о  п - \-2 т . В т о р а я  м о д и ф и к а ц и я  т р е б у е т  м е н ь 
ш е г о  числ а  д и о д о в  п + т .

П р а к т и ч е с к а я  ц е л е с о о б р а з н о с т ь  и с п о л ь з о в а н и я  А В М  д л я  р е 
ш ен и я  з а д а ч  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  о г р а н и ч е н а  ч и сл о м  
п е р е м е н н ы х  п . К о г д а  п ^ .2 0 ,  сч и т а е т ся ,  что и с п о л ь зо в а т ь  А В М  
и м е е т  см ы сл .

§  4. З а д а ч и

Ориентируясь на аналоговую машину МН-7, составить коммутационные 
схемы для решения следующих ниже задач линейного программирования. Вос
производя решение на экране ИЭЛ, обратить внимание на скользящий режим 
Исследовать чувствительность оптимального плана к ± 1 0 % , ± 15%  и ±20%! 
вариации числовых характеристик оптимизируемой линейной формы.

1. z = 4 * i + 2*2 -*■ (max);
3 * 2 —  * i ^ 9 ;  2* i +  3*2^  18;

2хх— * 2 ^ Ю ;  * i ^ 0 ;  * 2^ 0 .
2. z =  3*1+4*2 (max);

3 * 1 + 1 5 * 2 ^ 1 5 ;  5 * i + - 2 * 2 < 1 0 ;  * i ^ 0 ;  * 2^ 0 .

3. z =  2*i +  3*2 -► (m ax);
3 * i+  4*2 ^  6; * i+ * 2  ^  1» * 1 ^ 0 ;  * 2 ^ 0 .

4. г =  2*i +3*2 (m in);
3*i +  2*2 ^  6; * 1 + 4 * 2 ^ 4 ;  * i 0,  * 2 ^ 0 .

5. z  =  6 * i +  4*2  -► ( m i n ) ;

2* i +  * 2 > 3 ; * i — 2*г< 2 ;
3 * i+ * 2 ^ 0 ;  —* i + 2 * 2 ^  1»

* i ^ 0 ;  * 2 ^ 0 .



П Р И Л О Ж Е Н И Е

КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ АНАЛОГОВОЙ  
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАШИНЫ ТИПА МН-7

Назначение и характеристики. А н а л о г о в а я  в ы ч и сл и тел ь н а я  
м а ш и н а  типа М Н - 7  п р е д н а з н а ч е н а  д л я  и с с л е д о в а н и я  р а зл и ч н ы х  
ф и зи ч е с к и х  п р о ц е с с о в ,  о п и с ы в а е м ы х  с и с т е м а м и  о б ы к н о в е н н ы х  
н ел и н ей н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  не в ы ш е ш е с т о г о  
п о р я д к а .

О б щ и й  ви д  м а ш и н ы  п о к а з а н  на рис. П .1 .  В к о м п л ек т  М Н - 7  
в х о д я т :  о с н о в н о й  б л о к  М Н -7 ;  б л о к  питания  Э С В -6 ;  э л е к т р о н н о 
л у ч е в о й  и н д и к а т о р  типа И -5 М ; с о е д и н и т е л ь н ы е  к а б е л и ,  к о м м у т а 
ц и о н н ы е  ш н уры  и ск о бк и .

§П    ' '  |

I' ж  !• I

Ш

Рис. П.1.

О п е р а ц и о н н ы е  бл о к и  м аш ины  М Н - 7  пост р о ен ы  на б а з е  one*  
р а ц и о н н о г о  у си л и т ел я  п о с т о я н н о г о  тока с б о л ь ш и м  к о э ф ф и ц и е н 
том  у си л ен и я .  В осн о в н о м  б л о к е  маш ины  р а з м е щ е н о  18 О У  10 
к о н д е н с а т о р о в ,  р е зи с т о р ы ,  д и о д ы ,  с м е н н ы е  бл ок и  ф у н к ц и о н а л ь 
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ных п р е о б р а з о в а т е л е й ,  б л о к и  п е р е м н о ж е н и я .  Р а з л и ч н ы е  с о ч е 
тан и я  эт и х  э л е м е н т о в  и б л о к о в  с О У  д а ю т  в о з м о ж н о с т ь  п о л у ч а т ь  
р а з н о о б р а з н ы е  с х е м ы  с о е д и н е н и й  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  и вы 
пол н я ть  р а зл и ч н ы е  м а т е м а т и ч е с к и е  о п е р а ц и и ,  к котор ы м  о т 
нося тся : с у м м и р о в а н и е ,  и н т е г р и р о в а н и е ,  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е ,  
у м н о ж е н и е ,  ф у н к ц и о н а л ь н о е  п р е о б р а з о в а н и е  в и д а  у  —  у ( х )  
и в ы п о л н ен и е  н ек о т о р ы х  л о г и ч е с к и х  о п е р а ц и й .

С о е д и н е н и е  О У  с э л е м е н т а м и  или б л о к а м и  п р о и з в о д и т с я  на  
к о м м у т а ц и о н н о м  п о л е ,  н а х о д я щ е м с я  на в е р х н е й  п а н ел и  м аш и н ы .  
Н а  к о м м у т а ц и о н н о е  п о л е  в ы в ед ен ы  вх од ы  и вы х од ы  о п е р а ц и о н 
ных б л о к ов .

О с н о в н о й  б л о к  м аш и н ы  М Н -7 .  В с о ст а в  о с н о в н о г о  б л о к а  м а 
шины в ход я т:  о п е р а ц и о н н ы е  у си л и т ел и ;  к о м м у т а ц и о н н о е  пол е  с 
э л е м е н т а м и  в х о д н ы х  ц еп ей  и ц еп е й  о б р а т н ы х  св я зей ;  к о м п л ек т  
см е н н ы х  в х о д н ы х  ц е п ей  д л я  о б р а з о в а н и я  б л о к о в  ф у н к ц и о н а л ь 
н ого  п р е о б р а з о в а н и я  и у м н о ж е н и я ;  с х е м а  у п р а в л е н и я ,  к он тр ол я  
и с и г н а л и за ц и и .

1. Д л я  в ы п о л н ен и я  в ы ч и сл и тел ь н ы х о п е р а ц и й  и с п о л ь зу ю т с я  
ш е с т н а д ц а т ь  О У ; д в а  О У  в ы п о л н я ю т  с п е ц и а л ь н ы е  ф у н к ц и и  в 
с х е м е  у п р а в л е н и я  и к о н т р о л я  м аш и н ы . В м а ш и н е  М Н - 7  п р и м ен ен  
т и п ово й  О У  в в и д е  у с и л и т е л я  п о с т о я н н о г о  т о к а  У П Т  4, и м ею щ и й  
т а к и е  х а р а к т ер и ст и к и :

а )  к о э ф ф и ц и е н т  у с и л е н и я  б е з  о б р а т н о й  с в я зи  б о л е е  4 0  ты сяч;
б )  д р е й ф  в ы х о д н о г о  н а п р я ж е н и я ,  п р и в е д ен н ы й  ко в х о д у  у с и 

л и т ел я ,  в р е ж и м е  и н в ер т и р о в а н и я  не п р е в ы ш а е т  ± 3  м В  за  
10 мин; в р е ж и м е  и н т ег р и р о в а н и я  при R C =  1 с д р е й ф  не п р е 
в ы ш а ет  ± 1 2 0  м В  з а  100 с;

в) в ы х о д н о е  н а п р я ж е н и е  м о ж е т  и зм е н я т ь с я  в п р е д е л а х  
± 1 0 0  В;

г) м и н и м а л ь н о е  с о п р о т и в л е н и е  н а г р у зк и  10 кО м  (пр и  п о д 
к л ю ч ен и и  к в ы х о д н о м у  к а с к а д у  д о п о л н и т е л ь н о г о  а н о д н о г о  р е 
з и с т о р а ) .

2. К о м м у т а ц и о н н о е  п о л е  м а ш и н ы  М Н - 7  р а с п о л о ж е н о  на в е р х 
ней п ан ел и  о с н о в н о г о  б л о к а .  С х е м а  к о м м у т а ц и о н н о г о  поля  
п о к а з а н а  на рис. П . 2.

Н а  к о м м у т а ц и о н н о м  п о л е  о п е р а т о р о м  в ы п о л н я ю т с я  с л е д у ю 
щ и е  д ей с т в и я :

а) к о м м у т а ц и я  с х е м  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  (д л я  вы п олн ен и я  
о т д е л ь н ы х  л и н ей н ы х  и н ел и н е й н ы х  м а т е м а т и ч е с к и х  о п е р а ц и й ) ;

б) к о м м у т а ц и я  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  м е ж д у  с о б о й  при н а б о р е  
з а д а ч и  по к о м м у т а ц и о н н о й  с х е м е  А В М ,

в) с о с т а в л е н и е  в с п о м о г а т е л ь н ы х  с х е м  д л я  в ы п ол н ен и я  о п е 
р ац и й ,  с в я за н н ы х  с и з м е р е н и е м  в р ем ен и  и эл е к т р и ч е с к и х  н а п р я 
ж е н и й .

К р о м е  того , на к о м м у т а ц и о н н о м  п о л е  п р о и з в о д и т с я  установи  
к а  зн а ч е н и й  к о э ф ф и ц и е н т о в  п е р е д а ч и  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в ,

20 д. с, Урмаев
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o«t>f§ о2:оч» v 
£ Ja£ g OCO'n^
<ё | oeo^0«S1̂  05S0rt><4 
Овч 0^0(4,o*>o*.

I % of
&  jR *

О^оЗЗоФо^О^О^О^О  ̂
0 $  О 5? 0 5 ? 0 ^  О C^o ̂ O  $ 0  5? 
оз=о£оЗо5р$о§о&оз 
o s ? o 2 ; o & o $ o £ i o $ o S } o $  
0$0§0fc0?30 S 3 o 5 iO  S;OS? 
ot: о о no Sto KJо $
0 « » 0 ^ 0 * : 0 й 0 с ю а 0 ! е 0 » й
О V. О  гчО *оО з- О  Ча0«с»0 i-ч О  «о

О-Оо»
0<N,0̂
OroOfe
о* ой
Ov>OS
o*oO§:
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Н а  к о м м у т а ц и о н н о м  п о л е  и з о б р а ж е н ы  в в и д е  т р еу го л ь н и к о в  
с  п о р я д к о в ы м и  н о м е р а м и  от 1 д о  16 о п е р а ц и о н н ы е  у си л и т ел и .

П ер в ы й  с л ев а  вер т и к ал ь н ы й  р я д  О У  ( 1 — 4 )  с э л ек т р и ч е ск и м и  
ц еп я м и  в х о д а  и о б р а т н о й  с в я зи  п р е д н а з н а ч е н  д л я  о б р а з о в а н и я  
м а с ш т а б н ы х  у с и л и т е л е й  и с у м м а т о р о в .  В х о д н а я  т очка  к а ж д о г о  
О У  в ы в ед е н а  на ш есть  п а р а л л е л ь н о  в к л ю ч ен н ы х  к л ем м . К а ж д ы й  
из у с и л и т е л е й  и м е е т  чет ы р е  в х о д а :  д в а  в в и д е  п о ст о я н н ы х  р е з и 
ст о р о в  и д в а  в в и д е  п о т е н ц и о м е т р о в .  К р о м е  то го ,  О У  с о д е р ж и т  
п о -д в а  р е з и с т о р а  в цепи  о б р а т н о й  св я зи ,  к о т о р ы е  п о д к л ю ч а ю т с я  
к сет к е  у с и л и т е л я  с п о м о щ ь ю  с п ец и а л ь н ы х  ск об .  К о  в х о д у  л ю б о 
го у с и л и т е л я  (н а п р и м е р ,  ко в х о д у  п е р в о г о )  с п о м о щ ь ю  к о м м у 
т а ц и о н н о г о  ш н у р а  м о ж е т  быть п о д к л ю ч е н  л ю б о й  в х о д н о й  р е 
зи с т о р  из н а б о р а  д р у г о г о  у с и л и т е л я ,  н а п р и м е р ,  15-й в х о д н о й  
р е зи с т о р .

В т о р о й  р я д  О У  ( 5 — 8) п р е д н а з н а ч е н  д л я  о б р а з о в а н и я  и н т е 
г р а т о р о в ,  и н т е г р о с у м м а т о р о в  и с у м м а т о р о в .  В ц еп я х  о б р а т н о й  
св я зи  эт и х  у с и л и т е л е й  с п о м о щ ь ю  т у м б л е р о в  м о ж е т  бы ть в к л ю 
чен л и б о  к о н д е н с а т о р  (1 м к Ф ) ,  л и б о  р е з и с т о р  (1 М О м ) .

Т р ети й  р я д  у с и л и т е л е й  ( 9 — 12) п о в т о р я е т  первы й р я д  у с и л и 
т ел ей  ( 1 — 4) и вы п о л н я ет  те  ж е  ф у н к ц и и .

Ч ет в ер т ы й  р я д  О У  ( 1 3 — 16) п о з в о л я е т  о б р а з о в ы в а т ь  р а з л и ч 
ны е о п е р а ц и о н н ы е  б л о к и .  С ю д а  о т н о ся т ся :  б л о к и  д и ф ф е р е н ц и 
р о в а н и я  по в х о д а м  5 5 — 58; и н т е г р о с у м м а т о р ы  на б а з е  О У  15 и 
16; с у м м а т о р ы  О У  ( 1 3 — 1 6 ) .

У си л и тел ь  17 и с п о л ь зу е т с я  д л я  о б р а з о в а н и я  с х е м ы  э т а л о н н о г о  
н а п р я ж е н и я  и с х е м ы  п р о г р а м м н о г о  у п р а в л е н и я .  Н а  б а з е  у с и л и 
теля  18 п о ст р о ен  источник  д л я  п о л у ч е н и я  н а п р я ж е н и я — 100 В.

В н и з у  п о д  и з о б р а ж е н и е м  у с и л и т е л е й  на к о м м у т а ц и о н н о м  п о л е  
и м е е т с я  гр а в и р о в к а  в в и д е  п р я м о у г о л ь н и к а  Bi — Б 4 (д л я  с м е н н ы х  
в х о д н ы х  ц епей  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  б л о к о в  и б л о к о в  п е р е м н о ж е н и я ) .  
Р я д о м  с п р я м о у г о л ь н и к а м и  и з о б р а ж е н ы  в х о д н ы е  и в ы х о д н ы е  
г н е з д а ,  к от ор ы е при п о м о щ и  ш н у р о в о й  к о м м у т а ц и и  п о д с о е д и 
ня ю т ся  к в х о д а м  и в ы х о д а м  т ех  или ины х О У  д л я  о б р а з о в а н и я  
с о о т в е т с т в у ю щ и х  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  б л о к о в  и б л о к о в  п е р е м н о 
ж е н и я .

Д л я  о б р а з о в а н и я  р а зл и ч н ы х  д и о д н ы х  б л о к о в  в п р а в о й  части  
к о м м у т а ц и о н н о г о  п ол я  п о м е щ е н ы  8 д и о д о в ,  а н о д ы  и к а т о д ы  
ко т о р ы х  вы в еден ы  на г н е з д а  к о м м у т а ц и о н н о г о  поля . Р я д о м  с  
д и о д а м и  п о м е щ е н ы  4 пары  п о т е н ц и о м е т р о в ,  к о т о р ы е  п о з в о л я ю т  
р е г у л и р о в а т ь  н а п р я ж е н и е  « + Е »  и « — Е » от  0 д о  100 В и п о д 
к л ю ч а т ь  его. в н е о б х о д и м ы е  м ес т а  сх е м ы . С п о м о щ ь ю  эт и х  п о т е н 
ц и о м е т р о в  с о в м е с т н о  с д и о д а м и ,  в к л ю ч а е м ы м и  во в х о д н у ю  цепь  
или цепь  о б р а т н о й  св я зи  О У , к о м м у т и р у ю т с я  р а зл и ч н ы е  д и о д н ы е  
сх ем ы .

М е ж д у  в ер т и к а л ь н ы м и  г р у п п а м и  у с и л и т е л е й  в ц е н т р а л ь н о й  
части  к о м м у т а ц и о н н о г о  п ол я  р а с п о л о ж е н ы  6 г н е з д  д р п о л н и т е л ь -

‘ 20*
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ных а н о д н ы х  н а г р у з о к  50  кО м (3  г н е з д а )  и 20 кОм (т а к ж е  3 
г н е з д а ) .

С о е д и н е н и е  в х о д о в  и в ы х о д о в  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  при  
н а б о р е  к о м м у т а ц и о н н ы х  сх ем  п р о и з в о д и т с я  в л ев о й  части к о м 
м у т а ц и о н н о г о  п ол я  на н а б о р н о м  поле.

В ц е н т р е  н а б о р н о г о  поля  р а з м е щ е н ы  64 г н е з д а ,  котор ы е я в 
л я ю т с я  в х о д а м и  в х о д н ы х  ц еп ей  О У  (1 — 16).  Эти г н е зд а  о б в е д е н ы  
п р я м о у г о л ь н о й  р а м к о й  с н а д п и с ь ю  В Х О Д Ы .  В с р е д н е й  р а м к е  
с г р а в и р о в к о й  В Ы Х О Д Ы  р а з м е щ е н ы  вы х о д н ы е  кл ем м ы  16-ти 
у с и л и т е л е й .  Д л я  у д о б с т в а  к о м м у т а ц и и  в ы х о д  к а ж д о г о  у с и л и т ел я  
п о в т о р ен  чет ы р е  р а з а .  К р о м е  в ы х о д о в  у с и л и т е л е й ,  з д е с ь  ж е  п о 
м ещ ен ы  д о п о л н и т е л ь н ы е  г н е з д а ,  на кот ор ы е п о д а н ы  н а п р я ж е н и я  
± 1 0 0  В , и г н е з д а  A i — А 4 эл ек т р и ч ес к и  со е д и н е н ы  с о д н о и м е н 
ны м и г н е з д а м и ,  р а с п о л о ж е н н ы м и  в р а зн ы х  м ес т а х  к о м м у т а 
ц и о н н о г о  поля .

В о  в н еш н е й  р а м к е  р а з м е щ е н о  по 4 г н е з д а  в х о д о в  см ен н ы х  
н е л и н ей н ы х  б л о к о в  ( В х Б 1 — В х Б 4 ) ,  г н е з д а  В Х О Д  и В Ы Х О Д  
б л о к а  з а п а з д ы в а н и я  и 18 г н е з д  В Н Е Ш Н Я Я  А П П А Р А Т У Р А ,  
к о т о р ы е  м о г у т  бы ть и с п о л ь зо в а н ы  д л я  св я зи  с вн еш н ей  а п п а р а 
т у р о й  или д л я  п а р а л л е л ь н о й  р а б о т ы  с д р у г о й  А В М . З д е с ь  ж е  
у с т а н о в л е н ы  г н е з д а  I P O — 4 Р О ,  с о е д и н е н н ы е  с п е р е к л ю ч а ю щ и м и  
к о н т а к т а м и  р е л е  Р О ,  к о т ор ы е м о гу т  быть и с п о л ь зо в а н ы  для  
р а зл и ч н ы х  п р о г р а м м н ы х  п е р ек л ю ч ен и й ,  и 2 г н е зд а  «1 Гц» для  
п о л у ч е н и я  и м п у л ь со в  частоты  1 Гц.

С л е в а  в н и зу  к о м м у т а ц и о н н о г о  поля р а с п о л о ж е н ы  24 г н езд а  
В Х О Д Ы  с г р а в и р о в к о й  2, 4, 6 , . . .  48, т. е. все четны е н ом ер а  
с  2 по  48 . Э т о  в х о д н ы е  г н е з д а  п о т е н ц и о м е т р о в ,  с л у ж а щ и х  для  
з а д а н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  п е р е д а ч и  о п е р а ц и о н н ы х  б л ок о в .  С ам и  
ж е  п о т ен ц и о м ет р ы  р а с п о л о ж е н ы  на к о м м у т а ц и о н н о м  по л е  п ер ед  
и з о б р а ж е н и е м  у с и л и т е л е й  и о б о з н а ч е н ы  тем и ж е  н о м ер а м и .

С п р а в а  от г н е зд  В Х О Д Ы  н а х о д и т с я  и з о б р а ж е н и е  д е л и т е л я  
д а п р я ж е н и я  в в и д е  к р у ж к а  с гр а в и р о в к о й  Д  внутри и вхо дн ы м  
В Х  и в ы х о д н ы м  В Ы Х  г н е з д а м и .  Р я д о м  с и з о б р а ж е н и е м  д е л и т е л я  
н а х о д я т с я  г н е зд а  у  Э Л  д л я  п о д к л ю ч ен и я  в хо д ов  э л е к т р о н н о 
л у ч е в о г о  и н д и к а т о р а .

В ц ен т р а л ь н о й  части к о м м у т а ц и о н н о г о  поля , внизу , р а с п о 
л о ж е н ы  18 г н е з д  с о б щ е й  г р а в и р о в к о й  В Ы Х О Д Ы  У С И Л И Т Е 
Л Е Й  М Н - 7  д л я  к о м м у т а ц и и  в ы х о д о в  у с и л и т е л е й  с в о л ь т м ет р а м и  
V I  ( г н е з д а  « + »  и *— ») и V 2 . Р я д о м  ж е  р а с п о л о ж е н ы  г н е зд а  
и ст о ч н и к о в  н а п р я ж е н и я  ± 1 0 0  В . С п р а в а  от г н е зд  п р и б о р о в  VI  
и V 2  р а с п о л о ж е н ы  д в а  т у м б л е р а ,  и м е ю щ и е  г р а в и р ов к и  Э Т А Л О Н 
Н О Е  Н А П Р Я Ж Е Н И Е  — П Р О Г Р А М М Н Ы Й  Р Е Ж И М  и О С Т А 
Н О В —  П Е Р Е К Л Ю Ч Е Н И Е ,  п р е д н а з н а ч е н н ы е  д л я  у ст а н о в к и  с о 
о т в е т с т в у ю щ и х  р е ж и м о в  р а б о т ы  с х е м ы  у п р а в л е н и я .  Р я д о м  с 
т у м б л е р о м  Э Т А Л О Н Н О Е  Н А П Р Я Ж Е Н И Е  —  П Р О Г Р А М М Н Ы Й  
Р Е Ж И М  и м е ю т с я  г н е з д а  В Х  д л я  з а д а н и я  эт а л о н н о г о  н а п р я ж е -
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пня, д в а  г н е зд а  в х о д о в  (« 1 »  и « 2 » )  д л я  П Р О Г Р А М М Н О Г О  Р Е 
Ж И М А  и д в а  г н е з д а  В Ы Х .

С п р а в а  от т у м б л е р а  О С Т А Н О В  —  П Е Р Е К Л Ю Ч Е Н И Е  р а с п о 
л о ж е н ы  три г н е з д а  —  контакты  р е л е  Р И .

Д л я  з а д а н и я  н ач ал ь н ы х  у с л о в и й  в п р а в о й  ча сти  к о м м у т а 
ц и о н н о го  поля  и м е ю т с я  г н е з д а  У5, У6, У 7, У8, У 15, У 16 и I, II , 
III,  IV, V, V I с о б щ е й  г р а в и р о в к о й  Н А Ч А Л Ь Н Ы Е  У С Л О В И Я .

В р а зн ы х  ч а ст я х  к о м м у т а ц и о н н о г о  п ол я  р а с п о л о ж е н ы  н е 
ск о л ь к о  групп о б е з л и ч е н н ы х  г н е зд ,  с о е д и н е н н ы х  чер т ой  ( р а з м н о 
ж и т е л и ) ,  п з е м л я н ы е  г н е з д а ,  п р е д н а з н а ч е н н ы е  д л я  у д о б с т в а  
к о м м у т а ц и и  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  зв е н ь ев  при э к с п л у а т а ц и и  М Н - 7 .

3. С х е м а  у п р а в л е н и я ,  к он т р о л я  и с и г н а л и з а ц и и  м аш и н ы  М Н - 7  
с л у ж и т  дл я  н а ст р о й к и ,  к он т р ол я  и у п р а в л е н и я  о п е р а ц и о н н ы м и  
б л о к а м и  и у с и л и т ел я м и . О н а  с о д е р ж и т  бл оки: у п р а в л ен и я ;  н а 
стр ойки  пул я  и ко н т р ол я  О У ; з а д а н и я  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  и п о 
ст о я н н ы х  в о з м у щ е н и й  и р я д  д р у г и х  б л о к о в .

В с е  о сн о в н ы е  э л е м ен т ы , с л у ж а щ и е  д л я  у п р а в л е н и я  р а б о т о й  
и контр ол я  у ст а н о в к и ,  вы ведены  на п а н ел ь  у п р а в л е н и я  (1)  
(рис. П .З ) .

Рис. П.З.

1) Б л ок  у п р а в л ен и я  с л у ж и т  д л я  в к л ю ч е н и я  м аш и н ы  и д л я  
о б е с п е ч е н и я  с л е д у ю щ и х  р е ж и м о в  р або т ы : У С Т А Н О В К А  Н У Л Е Й ,  
П О Д Г О Т О В К А ,  Р А Б О Т А .

В с е  п о д г о т о в и т е л ь н ы е  о п е р а ц и и ,  в том  ч и сл е  и н а б о р  к о м м у 
т а ц и о н н о й  схем ы  з а д а ч и ,  в ы п о л н я ю т с я  на в к л ю ч ен н о й  м а ш и н е .  
П о д к л ю ч е н и е  б л о к о в  питания  Э С В - 6  п р о и з в о д и т с я  к сет и  п е р е 
м ен н о г о  тока  н а п р я ж е н и е м  2 20  В. П р и  э т о м  на п а н е л и  у п р а в 
л ен и я  с л е д у е т  вк лю чить  т у м б л е р  « 2 2 0  В »  и т у м б л е р  « =  2 6  В » .  
О д н о в р е м е н н о  с в к л ю ч ен и е м  з а г о р а ю т с я  с и г н а л ь н ы е  л а м п о ч к и  
( Л 2  и Л З  с о о т в е т с т в е н н о ) .  С в к л ю ч ен и е м  т у м б л е р а  « =  2 6  В »  от  
и сточник а  питания  п о с т у п а е т  п о с т о я н н о е  н а п р я ж е н и е  2 6  В , к о т о 
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р о е  с л у ж и т  д л я  п и тан и я  э л е к т р о м е х а н и ч е с к и х  р е л е  схем ы  
у п р а в л е н и я .

В  п р о ц е с с е  п о д г о т о в к и  М Н - 7  и р еш е н и я  з а д а ч  м а ш и н а  п р е б ы 
в а е т  в р а зл и ч н ы х  р е ж и м а х  р а б о т ы . В ы б о р  о д н о г о  из  них о с у 
щ е с т в л я е т с я  с п о м о щ ь ю  т у м б л е р о в  Т4, Т5, Т 11 .

В  р е ж и м е  П О Д Г О Т О В К А  н а б и р а е т с я  к о м м у т а ц и о н н а я  с х е м а  
р е ш а е м о й  з а д а ч и ,  у с т а н а в л и в а ю т с я  к о эф ф и ц и е н т ы  п е р е д а ч и  о п е 
р а ц и о н н ы х  б л о к о в ,  н а с т р а и в а ю т с я  ф у н к ц и о н а л ь н ы е  б л о к и .  Э т о м у  
р е ж и м у  с о о т в е т с т в у е т  п о л о ж е н и е  т у м б л е р о в  Т 4 Р А Б О Т А ,  Т 5  
П О Д Г О Т О В К А .

В р е ж и м е  Р А Б О Т А  з а д а ю т с я  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я ,  п о ст о я н н ы е  
в о з м у щ е н и я  и в о с п р о и з в о д и т с я  р е ш е н и е  з а д а ч и ,  при эт о м  т у м б 
л ер ы  д о л ж н ы  бы ть в п о л о ж е н и и  Т4 Р А Б О Т А ,  Т 5  Р А Б О Т А .  Н е 
п о с р е д с т в е н н ы й  пу ск  А В М  о с у щ е с т в л я е т с я  кн оп к ой  П У С К  К б.

Р а б о т а  по  в о с п р о и з в е д е н и ю  р еш ен и я  з а д а ч и  А В М  м о ж е т  п р о 
т ек а т ь  о д н о р а з о в о .  Э то  —  т а к  н а зы в а е м ы й  о д н о к р а т н ы й  р е ж и м  
р е ш е н и я ,  е м у  с о о т в е т с т в у е т  п о л о ж е н и е  т у м б л е р а  Т11 О Д Н О -  
К Р А Т .  В эт о м  р е ж и м е  у п р а в л е н и е  м а ш и н о й  о с у щ е с т в л я е т  че
л о в е к ,  р а б о т а ю щ и й  на А В М . С п о м о щ ь ю  кнопки П У С К  К б  
о с у щ е с т в л я е т с я  пуск  м аш ины ; кноп кой  К 7  О С Т А Н О В  м о ж н о  
п р е р в а т ь  в о с п р о и з в е д е н и е  р еш ен и я ;  к н о п к ой  К 8  И С Х О Д Н О Е  
П О Л О Ж Е Н И Е  м а ш и н а  в о з в р а щ а е т с я  в с о ст о я н и е ,  к о т о р о е  
о н а  и м е л а  д о  п у с к а .

В о с п р о и з в е д е н и е  р е ш е н и я  з а д а ч и  М Н - 7  м о ж е т  а в т о м а т и ч ес к и  
п р о х о д и т ь  м н о г о к р а т н о .  Э т о т  р е ж и м  а в т о м а т и ч е с к о г о  п о в т о р е 
ния р е ш е н и я  в о з н и к а е т ,  к о г д а  т у м б л е р  Т11 з а н и м а е т  п о л о ж е н и е  
П О В Т О Р .  П о л о ж е н н и е  т у м б л е р а  Т11 в с е г д а  д о л ж н о  бы ть с о 
г л а с о в а н о  с  п о л о ж е н и е м  п е р е к л ю ч а т е л я  Р Е Ж И М  Р А Б О Т Ы , р а с 
п о л о ж е н н о г о  на л и ц ев о й  п ан ел и  и н д и к а т о р а  И -5 М , так  как в 
р е ж и м е  а в т о м а т и ч е с к о г о  п о в т о р ен и я  р еш ен и я  М Н - 7  у п р а в л я е т  
п р о г р а м м н ы й  б л о к ,  н а х о д я щ и й с я  в И -5 М .

2 )  Б л о к  н а с т р о й к и  н у л ей  и к о н т р ол я  у с и л и т е л е й  п о с т о я н н о г о  
т о к а  о б е с п е ч и в а е т  н а с т р о й к у  н у л ей  всех  18 О У . У с т а н о в к а  н у 
л ей  у с и л и т е л е й  п р о и з в о д и т с я  и з м е н е н и е м  н а п р я ж е н и й  на се т к а х  
в т о р ы х  к а с к а д о в  у с и л и т е л е й  при п о м о щ и  в о с е м н а д ц а т и  р учек  
( Р 1 2 )  п о т е н ц и о м е т р о в  с о б щ е й  г р а в и р о в к о й  У С Т А Н О В К А  Н У Л Я  
У С И Л И Т Е Л Е Й .  Д л я  к о н т р о л я  н у л е й  у с и л и т е л е й  и с п о л ь з у ю т с я  
ст р ел о ч н ы й  п р и б о р  на три п р е д е л а  и зм е р е н и я  V I .  Т у м б л е р  Т 13  
И З М Е Р Е Н И Е  —  К О М П Е Н С А Ц И Я ,  у с т а н о в л е н н ы й  с л е в а  от п р и 
б о р а ,  д о л ж е н  бы ть у с т а н о в л е н  в п о л о ж е н и е  И З М Е Р Е Н И Я .  П р и  
э т о м  о д н а  из к л ем м ы  п р и б о р а  ( « — ») а в т о м а т и ч еск и  з а з е м л я е т с я .  
В т о р а я  к л е м м а  п р и б о р а  с о е д и н е н а  с г н е з д о м  к о м м у т а ц и о н н о г о  
п о л я  + V 1 .

Д л я  н а ст р о й к и  н у л е й  в ы х од ы  у с и л и т е л е й  п о с л е д о в а т е л ь н о  
п о д к л ю ч а ю т с я  в н е ш н е й  ш н у р о в о й  к о м м у т а ц и е й  к г н е з д у  + V 1 ,  
У с т а н о в к а  п р о и з в о д и т с я  с н а ч а л а  по  ш к а л е  2 ,5  В  и у т о ч н я е т ся
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по  ш к а л е  0,1 В П е р е к л ю ч е н и е  ш к ал  о с у щ е с т в л я е т с я  п е р е к л ю ч а 
т ел е м  П 1 4 .

К о н т р о л ь  за  в ы х о д о м  у с и л и т е л е й  з а  гр ан и ц ы  д о п у с т и м о г о  
д и а п а з о н а  ± 1 0 0  В о с у щ е с т в л я е т с я  с п о м о щ ь ю  18 н е о н о в ы х  
л а м п  Л 15, п о д к л ю ч е н н ы х  ч е р е з  в ы со к о о м н ы е  д е л и т е л и  к вы 
х о д а м  у с и л и т е л е й .  П о т е н ц и о м е т р ы  н а с т р а и в а ю т с я  так , чтобы  
л а м п ы  з а г о р а л и с ь  при н а п р я ж е н и и  на  в ы х о д е  у с и л и т е л я  ± 1 0 5  В .

3 )  С х е м а  з а д а н и я  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  и п о с т о я н н ы х  в о з м у щ е 
ний с о д е р ж и т  ш есть  п о т е н ц и о м е т р о в ,  р учки к от ор ы х  ( Р 1 6 )  в ы 
в е д ен ы  на п а н е л ь  у п р а в л е н и я  1. Н а  п о т е н ц и о м е т р ы  с х е м н о  п о 
д а е т с я  н а п р я ж е н и е  100 В. З н а к  н а п р я ж е н и я  у с т а н а в л и в а е т с я  
п р и  п о м о щ и  т у м б л е р о в  Т 17. Д в и ж к и  п о т е н ц и о м е т р о в  в ы в еден ы  
на г н е з д а  к о м м у т а ц и о н н о г о  пол я . Э ти г н е з д а  в н еш н и м и  к о м 
м у т а ц и о н н ы м и  ш н у р а м и  с о е д и н я ю т с я  со  в х о д а м и  и н т е г р и р у ю щ и х  
у с и л и т е л е й ,  по кот о р ы м  з а д а ю т с я  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  ( г н е з д а  У 5 ,  
У 6, У7, У 5 , У 1 5  и У 1 6 ) .

П р и  п о м о щ и  сх ем ы  з а д а н и я  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  м о ж н о  п о 
д а в а т ь  и п о ст о я н н ы е  в о з м у щ е н и я  на л ю б о й  из в х о д о в  о п е р а ц и о н 
ны х б л о к о в .  К о н т р о л ь  з а д а н и я  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  и п о ст о я н н ы х  
в о з м у щ е н и й  м о ж н о  п р о и з в о д и т ь  к о м п е н с а ц и о н н ы м  м е т о д о м  по  
с т р е л о ч н о м у  п р и б о р у  с н у л е м  п о с р е д и н е  ш к а л ы  V I ,  л и б о  по  
с т р е л о ч н о м у  п р и б о р у  с н у л е м  с л е в а  ш к а л ы  V 2 ,  е с л и  п о  у с л о в и я м  
з а д а ч и  д о с т а т о ч н о  з а д а в а т ь  их с т о ч н о ст ь ю  + 1 % .  П р и  эт о м  д л я  
V 2  т у м б л е р о м  Т 1 8  и зм е н я ю т с я  п р е д е л ы  и з м е р е н и й  (1 0 0  В  
и 10 В ) ,  а т у м б л е р о м  Т 1 9  п е р е к л ю ч а е т с я  з н а к  ( +  или — ) и з м е 
р я е м о г о  н а п р я ж е н и я .

4 )  С х е м а  к о м п е н с а ц и о н н о г о  и з м е р е н и я  н а п р я ж е н и й  с т р о и т ся  
по с х е м е  рис. 2 .9  из и ст о ч н и к а  э т а л о н н о г о  н а п р я ж е н и я  ( у с и л и 
тель  У 1 7  с т р е х д е к а д н ы м  со п р о т и в л е н и е м  в цепи о б р а т н о й  с в я з и )  
и в о л ь т м е т р а  V I  ( т у м б л е р  Т 1 3  И З М Е Р Е Н И Е  —  К О М П Е Н С А 
Ц И Я  в к л ю ч а е т с я  при эт о м  в п о л о ж е н и е  К О М П Е Н С А Ц И Я ) #  
Е с л и  на  в х о д  у с и л и т е л я  У 17 п о д а н о  н а п р я ж е н и е  100 В , на  в ы 
х о д е  его  м о ж е т  бы ть  п о л у ч е н о  л ю б о е  н а п р я ж е н и е  о т  0  д о  
+  100 В , ч е р е з  0,1 В . Д л я  и зм е р е н и я  к г н е з д у  п р и б о р а  V I  с о 
о т в е т с т в у ю щ е г о  з н а к а  п о д а е т с я  в ы х о д н о е  н а п р я ж е н и е  у с и л и т е л я  
У 17, а к д р у г о м у  п о д к л ю ч а е т с я  и з м е р я е м о е  н а п р я ж е н и е .  У с и л и 
тель  при р а б о т е  в эт о м  р е ж и м е  п е р е к л ю ч а е т с я  в с о с т о я н и е  
Э Т А Л О Н . Н А П Р .  с о о т в е т с т в у ю щ и м  т у м б л е р о м  на к о м м у т а ц и о н 
ном  п о л е  м аш и н ы .

Р е к о м е н д у е м ы й  п о р я д о к  р а б о т ы  на А В М . 1. В к л ю ч е н и е  м а 
ш ины . Д л я  э т о г о  на п а н е л и  у п р а в л е н и я  вк лю чить  т у м б л е р  
« 2 2 0  В »  и т у м б л е р  «2 6  В » . П р и  э т о м  з а г о р я т с я  с и г н а л ь н ы е  л а м 
почки Л 2 ,  Л З .

2. К о м м у т а ц и я  с х е м  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  п р о и з в о д и т с я  при  
п о л о ж е н и и  т у м б л е р о в  Т4 У С Т А Н О В К А  Н У Л Я ,  Т 5  П О Д Г О Т О В 
К А . К о м м у т а ц и я  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  с о с т о и т  в п о д к л ю ч е н и и  н
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к у с и л и т е л я м  п о с т о я н н о г о  тока в х о д н ы х  ц еп ей  и цеп ей  о б р а т 
ны х св я зе й ,  н о м е р а  к о т о р ы х  у к а з а н ы  в к о м м у т а ц и о н н о й  с х е м е .  
К о м м у т а ц и я  п р о в о д и т с я  с  п о м о щ ь ю  с к о б о к  и ш н у р о в .

3. У с т а н о в к а  н ул ей  у с и л и т е л е й  о с у щ е с т в л я е т с я  при п о л о ж е 
нии т у м б л е р о в  Т4 и Т5> как  в п. 2. У с т а н о в к а  н у л е й  п р о и з в о д и т с я  с  
п о м о щ ь ю  1 8 р у ч е к Р 1 2  п е р е м е н н ы х  р е зи с т о р о в .  Д л я  к он т р о л я  и с 
п о л ь з у е т с я  в о л ь т м е т р  V I  (н у л ь  п о с р е д и н е ) .  П р и  э т о м  т у м б л е р  
Т 1 3  д о л ж е н  стоять  в п о л о ж е н и и  И З М Е Р Е Н И Е .  Д л я  у ст а н о в к и  
ну л ей  в ы х од ы  все х  у с и л и т е л е й  п о с л е д о в а т е л ь н о  п о д к л ю ч а ю т с я  
в н еш н ей  ш н у р о в о й  к о м м у т а ц и е й  к г н е з д у  + V 1 ,  р а с п о л о ж е н н о м у  
на  к о м м у т а ц и о н н о м  по л е .  У с т а н о в к а  п р о и з в о д и т с я  по ш к а л е  
2 ,5  В и у т о ч н я е т ся  по ш к а л е  0,1 В . П е р е к л ю ч е н и е  ш к ал  о с у 
щ е с т в л я е т с я  п е р е к л ю ч а т е л е м  П 14 .

4. К о м м у т а ц и я  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  А В М  м е ж д у  с о б о й  п р о 
во д и тся  в л ев о й  части  к о м м у т а ц и о н н о г о  п ол я , гд е  г р а в и р о в к о й  
вы д ел е н ы  64  г н е з д а  с н а д п и с ь ю  В Х О Д Ы .  З д е с ь  ж е  г р у п п а  г н е зт  
в п р я м о у г о л ь н о й  р а м к е  с  н а д п и с ь ю  В Ы Х О Д Ы  п р е д с т а в л я е т  
с о б о й  вы х од ы  у с и л и т е л е й .  П о л о ж е н и е  т у м б л е р о в  Т4 и Т 5, как  
в п. 2 и 3. К о м м у т а ц и я  п р о и з в о д и т с я  ги бк и м и  ш н у р а м и .

5. У с т а н о в к а  з а д а н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  п е р е д а ч и  с у м м а т о р о в  
и и н т е г р а т о р о в  п р о и з в о д и т с я  при п о л о ж е н и и  т у м б л е р о в  Т4 Р А 
Б О Т А , Т 5 П О Д Г О Т О В К А .

К о э ф ф и ц и е н т ы  п е р е д а ч и  с у м м а т о р о в  0,1; 0,2; 0,5; Г, 2; 5; 10 
и к о э ф ф и ц и е н т ы  п е р е д а ч и  и н т ег р а т о р а  1; 10 у с т а н а в л и в а ю т с я  
путем  н а д л е ж а щ е й  к о м м у т а ц и и  р е зи с т о р о в ,  о б р а з у ю щ и х  входы  
и о б р а т н ы е  свя зи  о п е р а ц и о н н ы х  у с и л и т е л е й .  Е сл и  т р е б у е м ы е  
к о эф ф и ц и е н т ы  п е р е д а ч и  иные, чем п р и в е д е н н ы е  вы ш е, то  у с т а 
новка их п р о и з в о д и т с я  с п о м о щ ь ю  п о т ен ц и о м е т р о в ,  входы  ко
то р ы х  и м ею т  четны е н о м е р а .  Д л я  у д о б с т в а  у ст а н о в к и  к о э ф 
ф и ц и ен т о в  с о о т в е т с т в у ю щ и е  в х о д н ы е  г н е з д а  вы несены  в л евой  
н и ж н е й  части н а б о р н о г о  поля. В ер х н и й  р я д  г н е зд  с н о м е р а м и  
2, 6, 10, 14, 18, . . .  46  о б е с п е ч и в а е т  з а д а н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  п е р е 
д а ч и  в д и а п а з о н е  0 — 10, н и ж н и й  р я д  г н е з д  с н о м е р а м и  4, 8, 12. 
16, 20, . .  . 4 8 —  в д и а п а з о н е  0 — 1.

Е сл и , н а п р и м е р ,  н е о б х о д и м о  у ст а н о в и т ь  к о э ф ф и ц и е н т  п е р е д а 
чи и н т е г р а т о р а  5 из д и а п а з о н а  0 — 10 (н а п р и м е р ,  6 ) ,  то на с о 
о т в е т с т в у ю щ е е  г н е з д о  (1 8 )  от д е л и т е л я  н а п р я ж е н и я  Д  п о д а ет с я  
н а п р я ж е н и е  10 В. Н а  в ы х о д е  и н т ег р а т о р а  5 и з м е р я ю т  н а п р я ж е 
ния с п о м о щ ь ю  о д н о г о  из в о л ь тм ет р о в .  П ри  эт о м  м ен я ю т  п о 
л о ж е н и е  д в и ж к а  п о т е н ц и о м е т р а ,  в р а щ а я  о т в ер т к у ,  в с т а в л е н н у ю  
в ш л иц .

П о л о ж е н и е ,  д л я  к о т о р о го  в ы х о д н о е  н а п р я ж е н и е  и н т е г р а 
т ор а  р а в н о  60  вольт, с о о т в е т с т в у е т  з а д а н н о м у  к о э ф ф и ц и е н т у  
п е р е д а ч и  6. К о г д а  н е о б х о д и м о  з а д а т ь  к о э ф ф и ц и е н т  п е р е д а ч и  из  
д и а п а з о н а  0 — 1, то п о с т у п а ю т  так  ж е ,  с той л иш ь  р а зн и ц ей ,  что  
н а  в х о д  п о д а ю т  не 10 В, а 100 В.
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о. З а д а н и е  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  и н т е г р а т о р о в  о с у щ е с т в л я е т с я  
при п о л о ж е н и и  т у м б л е р о в  Т4 Р А Б О Т А ,  Т 5 Р А Б О Т А .  Г н е з д а  
и н т е г р а т о р о в  У5, У6, У7, У8, У 15 , У 16, р а с п о л о ж е н н ы е  в п р а в о й  
н и ж н е й .ч а с т и  к о м м у т а ц и о н н о г о  п ол я , с п о м о щ ь ю  с к о б о к  или  
ш н у р о в  п о д к л ю ч а ю т с я  к в ы х о д а м  п о т е н ц и о м е т р о в  I, II, III ,  IV,  
V I. В ы х о д ы  и н т е г р а т о р о в  п о с л е д о в а т е л ь н о  п о д к л ю ч а ю т с я  в н е ш 
ней ш н у р о в о й  к о м м у т а ц и е й  к о д н о м у  из в о л ь т м ет р о в .  И з м е н я я  
п о л о ж е н и е  п о т е н ц и о м е т р о в  Р 1 6  Н А Ч А Л Ь Н Ы Е  У С Л О В И Я ,  д о 
б и в а ю т с я  на в ы х о д е  п о т е н ц и о м е т р а  т р е б у е м о г о  зн а ч е н и я  н а п р я 
ж е н и я .  З н а к  н а п р я ж е н и я  з а д а е т с я  с п о м о щ ь ю  т у м б л е р о в  Т 17 .

7. П у с к  м а ш и н ы  и в о с п р о и з в е д е н и е  р е ш е н и я  о с у щ е с т в л я е т с я  
при п о л о ж е н и и  т у м б л е р о в  Т 4 Р А Б О Т А ,  Т 5  Р А Б О Т А ,  как и в п. 6.

1) В р е ж и м е  о д н о к р а т н о г о  р е ш е н и я  п о л о ж е н и е  т у м б л е р а  
Т 1 1 —  О Д Н О К Р А Т Н .  Э т о  п о л о ж е н и е  Т11 д о л ж н о  бы ть с о г л а 
с о в а н о  с п о л о ж е н и е м  п е р е к л ю ч а т е л я  р е ж и м о в  р а б о т  э л е к т р о н н о 
л у ч е в о г о  и н д и к а т о р а  И -5 М . П у с к  о с у щ е с т в л я е т с я  с  п о м о щ ь ю  
кнопки К б  П У С К .  П р и  н а ж а т и и  кнопки 6 з а г о р а е т с я  с и г н а л ь н а я  
л а м п а  Л 9 .

Д л я  п р ер ы в а н и я  п р о ц е с с а  р е ш е н и я  с ц ел ь ю  ф и к са ц и и  з н а 
чений м а ш и н н ы х  п е р е м е н н ы х  и с п о л ь з у е т с я  кнопка К 7 — О С Т А 
Н О В .  П р и  н а ж а т и и  кнопки К 7  п р о ц е с с  в о с п р о и з в е д е н и я  р еш е н и я  
п р ер ы в а ет ся ,  си г н а л ь н а я  л а м п а  Л 9  г а сн ет .  П р и  п о в т о р н о м  н а 
ж а т и и  кнопки К б — П У С К  р е ш е н и е  в о с п р о и з в о д и т с я  д а л ь ш е  с  
п р е р в а н н о г о  м ест а .  П р и  н а ж а т и и  кнопки К 8 — И С Х О Д Н О Е  П О 
Л О Ж Е Н И Е  м а ш и н а  в о з в р а щ а е т с я  в и с х о д н о е  п о л о ж е н и е ,  при  
эт ом  г а с н е т  си г н а л ь н а я  л а м п а  Л 9  и з а г о р а е т с я  с и г н а л ь н а я  
л а м п а  Л Ю .

2) В р е ж и м е  п о в т о р н о г о  р е ш е н и я  п о л о ж е н и е  T 1 I — П О В Т О Р .  
Э т о  п о л о ж е н и е  Т11 д о л ж н о  бы ть с о г л а с о в а н о  с п о л о ж е н и е м  
п е р е к л ю ч а т е л я  р е ж и м о в  р а б о т  э л е к т р о н н о л у ч е в о г о  и н д и к а т о р а  
И -5 М . Н а  И -5 М  д о л ж е н  бы ть у с т а н о в л е н  Р Е Ж И М  2. С э т о г о  
м о м ен т а  р е ш е н и е  п е р и о д и ч е с к и  в о с п р о и з в о д и т с я  м а ш и н о й  а в т о 
м ати ч еск и .

8. Н а б л ю д е н и е  и р е г и с т р а ц и я  м а ш и н н ы х  п е р е м е н н ы х  о с у 
щ е с т в л я е т с я  с п о м о щ ь ю  и н д и к а т о р а  И - 5 М  и в о л ь т м е т р о в  V I  и V 2 .

1) Н а б л ю д е н и е  м а ш и н н ы х  п е р е м е н н ы х  в ф у н к ц и и  в р ем ен и  
о с у щ е с т в л я е т с я  к о м м у т а ц и е й  с о о т в е т с т в у ю щ и х  в ы х о д о в  о п е р а 
цион ны х б л о к о в  с в ер т и к а л ь н ы м и  в х о д а м и  В1 и В 2  и н д и к а т о р а .  
Эти вх од ы  на к о м м у т а ц и о н н о м  п о л е  р а с п о л о ж е н ы  с л е в а  в н и зу .  
О д н о в р е м е н н о  на э к р а н е  м о ж н о  н а б л ю д а т ь  и з м е н е н и е  д в у х  м а 
ш и н н ы х п е р е м е н н ы х ,  что д о с т и г а е т с я  в к л ю ч е н и ем  на п а н ел и  
и н д и к а т о р а  т у м б л е р а  К О М М У Т А Т О Р .

П р и  н а б л ю д е н и и  м а ш и н н ы х  п е р е м е н н ы х  в ф у н к ц и и  в р е м е н и  
в а ж н о  п ом н и ть , что н а б л ю д е н и е  м о ж н о  п р о в о д и т ь  как  в р е ж и м е  
о д н о к р а т н о г о ,  так  и п о в т о р н о г о  р е ш е н и я ,  д л и т е л ь н о с т ь  р а з в е р т к и  
и н д и к а т о р а  д о л ж н а  бы ть о т р е г у л и р о в а н а  так , ч тобы  б ы л а  не*
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ск о л ь к о  б о л ь ш е  в р е м е н и  в о с п р о и з в е д е н и я  р е ш ен и я .  ( М а к с и м а л ь 
ная  д л и т е л ь н о с т ь  р а зв е р т к и  2 5 0  с. р е к о м е н д у е м о е  м а к с и м а л ь н о е  
л р ем я  в о с п р о и з в е д е н и я  з а д а ч и  не б о л е е  150 с е к у н д .)

2) Н а б л ю д е н и е  м а ш и н н ы х  п ер е м ен н ы х  Mi =  <pi(M3) ,  « 2= Ф 2 (^з)  
в ф у н к ц и и  д р у г о й  м а ш и н н о й  п е р е м е н н о й  « 3 о с у щ е с т в л я е т с я  
к о м м у т а ц и е й  с о о т в е т с т в у ю щ и х  в ы х о д о в  о п е р а ц и о н н ы х  б л о к о в  
с в ер т и к а л ь н ы м и  в х о д а м и  1 и 2 и н д и к а т о р а .  Н а  г о р и зо н т а л ь н ы й  
в х о д  Г п о д а е т с я  м а ш и н н а я  п е р е м е н н а я  —  а р г у м е н т  н3. Н а б л ю 
д е н и е  м о ж н о  п р о в о д и т ь  т о л ь к о  в р е ж и м е  о д н о к р а т н о г о  р еш ен и я .  
П р и  э т о м  п е р е к л ю ч а т е л ь  д л и т е л ь н о с т и  р а зв е р т к и  д о л ж е н  з а н и 
м а т ь  к р а й н е е  л е в о е  п о л о ж е н и е .  М а с ш т а б ы  п р е д с т а в л е н и я  м а ш и н 
ны х п е р е м е н н ы х  на э к р а н е  и н д и к а т о р а  д о л ж н ы  бы ть с о г л а с о 
ван ы . О б ы ч н о  д л я  э т о г о  с н а ч а л а  на в ер т и к ал ь н ы й , а з а т е м  на 
г о р и зо н т а л ь н ы й  в х о д ы  п о д а е т с я  н е к о т о р о е  ф и к с и р о в а н н о е  п о 
с т о я н н о е  н а п р я ж е н и е ,  н а п р и м е р  100 В , и д о б и в а ю т с я  и з м е н е н и е м  
п о л о ж е н и я  р уч ек  м а с ш т а б о в  по х  и у  о д и н а к о в о г о  о т к л о н е н и я  
л у ч а  в г о р и з о н т а л ь н о м  и в ер т и к а л ь н о м  н а п р а в л е н и я х .

3 )  Р е г и с т р а ц и я  величины  м а ш и н н ы х  п е р е м е н н ы х  п р о и з в о 
д и т с я  с  п о м о щ ь ю  в о л ь т м е т р о в  при р у ч н о м  или а в т о м а т и ч ес к о м  
п р е р ы в а н и и  п р о ц е с с а  р еш ен и я .  П р и  и зм е р е н и и  эл е к т р и ч е с к и х  
н а п р я ж е н и й  и с п о л ь зу е т с я  как  п р я м о й  с п о с о б  и зм е р е н и я  в о л ь т 
м е т р о м ,  т а к  и п о  с х е м е  к о м п е н с а ц и о н н о г о  и зм е р е н и я .  А в т о м а т и 
ч е с к о е  п р е р ы в а н и е  п р о ц е с с а  р еш ен и я  в о с п р о и з в о д и т с я  с  п о 
м о щ ь ю  с х е м ы  п р о г р а м м н о г о  о с т а н о в а .
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